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ABSTRACT
A r e p r e s e n t a t i o n  o f  an i d e a l  i n  a r i n g  with, u n i t  a s  
a f i n i t e  i n t e r s e c t i o n  o f  p a i r w i s e  r e l a t i v e l y  prime  
p r im a ry  i d e a l B  i s  c a l l e d  r e g u l a r .  I n  t h i s  d i s s e r t a ­
t i o n  R w i l l  d e n o te  a r i n g  w i t h  u n i t  i n  w h ich  e v e r y  
i d e a l  has  a r e g u l a r  r e p r e s e n t a t i o n .  R* w i l l  d e n o te  
a r i n g  w i t h  u n i t  i n  w h ich  e v e r y  i d e a l  h a s  a r e g u l a r  
r e p r e s e n t a t i o n  and i n  w hich  e v e r y  p r im ary  i d e a l  co n ­
t a i n s  a power o f  i t s  r a d i c a l .  J and J* w i l l  d e n o te  
i n t e g r a l  domains w i t h  u n i t  w i t h  p r o p e r t i e s  c o r r e s ­
p o n d in g  t o  t h o s e  o f  R and R* r e s p e c t i v e l y .
N e c e s s a r y  and s u f f i c i e n t  c o n d i t i o n s  a r e  g i v e n  i n  
o r d e r  t h a t  a r i n g  S w i t h  u n i t  be an R o r  R* and i n  
o r d e r  t h a t  an i n t e g r a l  domain T w i t h  u n i t  be a J o r  
J * .
An i n t e g r a l  domain T w i t h  u n i t  i s  a J i f  and o n l y  
i f  n o n - z e r o  prime i d e a l s  a re  maximal i n  T and e v e r y  
n o n - z e r o  i d e a l  i n  T has  o n l y  f i n i t e l y  many prim e  
i d e a l  d i v i s o r s .  Two o t h e r  su c h  n e c e s s a r y  and s u f f i ­
c i e n t  c o n d i t i o n s  a re  g i v e n .  An i n t e g r a l  domain T 
w i t h  u n i t  i s  a J* i f  and o n l y  i f  n o n - z e r o  prim e i d e a l s  
a r e  maximal i n  T and e v e r y  i d e a l  i n  T c o n t a i n s  a
i v
f i n i t e  power r o d u c t  o f  some o f  i t s  nr i  e i d e a l  d i v i ­
s o r s .  Every i d e n i  in  a • T'imary rini;  hap, a re  -\il ar  
r p r e s e n t a t i o n .  e v e r y  prim ary i d e a l  i n  a primary  
r i m r c o n t a i n s  a power o f  i t s .  r a d i c a l  i f  and on y 
i f  th e  u , . iq u e  p ro p er  ['rime i d e a l  o f  th e  p ’dircry  ri ; r 
i s  n i l r o t o r t .  A. "in-' P wi . h u n i t  i .a an R i f  and 
o n ly  i f  " i s  a f i n i t e  d iv er t ,  sum o f  primary r i n g s  
ami i n ’ e g r a l  domains w ith  u n i t  which are <T ’ s . A 
’•i r rp A wi th  u n i t  i s  an A* i f  and o n l y  i f  d i s  a f i n i t e  
d i r e c t  sum o f  prim ary r i n g s  h a v in g  n i 1 n o t e n t  r r o p e r  
prime i ' d ' d F  and i n t e g r a l  domain!'; wi th ui i  t  which  
are  J * ' s .
The iih'-al :• l.riK' tn-r.* in each o f  R, A* , J , a ml J* i s  
i n v e  s t  i ■ rn t, e d . I t  i s  srovpd t h a t  i f  i i s  ,a p7‘i •• e 
i d e a l  in R* , t hen  *■ 1 p i n t e r s e c t i o n  o f  a l l  rowers  
o f  : i r it, a t  nr i me i deal  ha] ongi  ng to ( 0 )  v h i c h  i s
c o n t a i n e d  i n  i , mVe r y  i d m a l  I" 4  ( H i  ii ,  J *  m a y  b e  
e x p r e  red a s a ''i r.i tm p-rota.jr* t  o f  n o r - r a r t  o r a v) 1 e i d e a l s .  
\ J* wh i eh ; s i n t e g r a l  1 v c]  os<»d it; i t s  not  i e n t  f i e l d  
i s  a DodeVii.d doma i n . d * need not  be Noe t l,e r i a n  
and t- e r e  may <•*>: i s  t i d e a ]  r  i n  C * w h i c h  may n o t  he  
expre:  s e d  '-o n ‘'M:i t e  i n t e r s e r «. i on o f  i r r e d u c i b l e  
M p =- 1.° .
RINGS IN WHICH EVERY IDEAL HAS A REGULAR REPRESENTATION
I n t r o d u c t i o n
I n  h i s  b o o k ,  v a n  d e r  W a e rd en  p r o v e s  [ V : 4 5 ] ^  t h a t  
i n  a  N o e t h e r i a n  i n t e g r a l  d o m a in  i n  w h ic h  n o n - z e r o  
p r i m e  i d e a l s  a r e  m a x i m a l ,  e v e r y  i d e a l  may b e  e x p r e s s e d  
a s  a f i n i t e  i n t e r s e c t i o n  o f  p a i r w i s e  r e l a t i v e l y  p r i m e  
p r i m a r y  i d e a l s .  O r ,  i n  t h e  t e r m i n o l o g y  o f  t h i s  p a p e r ,  
e v e r y  i d e a l  i n  s u c h  an  i n t e g r a l  d o m a in  h a s  a r e g u l a r  
r e p r e s e n t a t i o n .  The p u r p o s e  o f  t h i s  p a p e r  i s  t o  
i n v e s t i g a t e  r i n g s  w i t h  u: i t  i n  w h ic h  e v e r y  i d e a l  
h a s  s u c h  a r e p r e s e n t a t i o n .  R e l a t e d  work  on t h i s  
p r o b l e m  h a s  b e e n  d o n e  b y  A sano  [ I ] , who i n v e s t i g a t e d  
r i n g s  i n  w h ich  e v e r y  i d e a l  may bo  e x p r e s s e d  a s  a 
p r o d u c t  o f  p r i m e  i d e a l s .  The c o l l e c t i o n  o f  a l l  a l g e ­
b r a i c  i n t e g e r s  i n  c e r t a i n  i n f i n i t e  a l g e b r a i c  e x t e n ­
s i o n s  o f  t h e  r a t i o n a l s  fo rm  a n  i n t e g r a l  d o m a in  w i t h  
u n i t  s a t i s f y i n g  t h e s e  c o n d i t i o n s .
B e s i d e s  r e q u i r i n g  t h a t  e v e r y  i d e a l  i n  t h e  r i n g  S 
w i t h  u n i t  s h o u l d  h a v e  a r e g u l a r  r e p r e s e n t a t i o n ,  t h e
^Roman n u m e r a l s  i n  b r a c k e t s  r e f e r  t o  c o r r e s ­
p o n d i n g l y  n u m b e re d  b i b l i o g r a p h i c a l  r e f e r e n c e s .  A r a b i c  
n u m e r a l s ,  when t h e y  a p p e a r ,  r e f e r  t o  s p e c i f i c  p a g e s  
o f  t h e  g i v e n  r e f e r e n c e .
1
2
a d d i t i o n a l  c o n d i t i o n  t h a t  e v e r y  pr im ary  i d e a l  i n  
S s h o u l d  c o n t a i n  a power o f  i t s  r a d i c a l  was added  
w i t h  t h e  o r i g i n a l  hope o f  o b t a i n i n g  th e  c o n v e r s e  
o f  t h e  theorem  m e n t io n e d  a b o v e , b u t  ex a m p le s  show  
t h a t  t h e s e  c o n d i t i o n s  a r e n ' t  s t r o n g  enough to  o b t a i n  
th e  d e s i r e d  r e s u l t .  N e v e r t h e l e s s ,  n e c e s s a r y  and 
s u f f i c i e n t  c o n d i t i o n s  a re  g i v e n  i n  o r d e r  t h a t  a r i n g  
S w i t h  u n i t  s h o u l d  s a t i s f y  t h e s e  p r o p e r t i e s .  N e c e s ­
s a r y  and s u f f i c i e n t  c o n d i t i o n s  w hich  a r i n g  must  
s a t i s f y  i n  o r d e r  t h a t  e v e r y  i d e a l  i n  i t  s h o u l d  have  
a r e g u l a r  r e p r e s e n t a t i o n  a r e  a l s o  g i v e n .  F i n a l l y ,  
t h e  i d e a l  t h e o r y  i n  ea c h  o f  t h e s e  t y p e s  o f  r i n g  i s  
i n v e s t i g a t e d .
A l l  r i n g s  c o n s i d e r e d  a re  co m m u ta t iv e .  An i d e a l  i n
2
a r i n g  S i s  c a l l e d  p r o p e r  i f  A C S .  A r i n g  S i s  
c a l l e d  a p r im ary  r i n g  i f  S has  a u n i t  and i f  S has  
a u n iq u e  p r o p e r  pr im e i d e a l .  When we sp e a k  o f  a 
r i n g  w i t h  u n i t  1 ,  i t  w i l l  be  u n d e r s t o o d  t h a t  1 and 
0 a r e  d i s t i n c t  e l e m e n t s  o f  S .  The t e r m i n o l o g y  u s e d  
i s  t h a t  o f  van d e r  Waerden. [ I V ] .  I n  c a s e s  where  
c o n c e p t s  m e n t io n e d  a re  n o t  found  i n  van d e r  Waerden,  
t h e  t e r m i n o l o g y  i s  t h a t  o f  S a r i s k i  and S a m u el .  [ V I ] .  
D e f i n i t i o n s  w i l l  be  g i v e n  o n l y  when th e  t e r m i n o l o g y
2
The n o t a t i o n  A C B  w i l l  a lw a y s  be u s e d  to  
mean t h a t  A i s  p r o p e r l y  c o n t a i n e d  i n  B.
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i s  n o t  f o u n d  i n  e i t h e r  o f  t h e s e  s o u r c e s  o r  when t h e  
a u t h o r  f e e l s  t h a t  h i s  t e r m i n o l o g y  may be  e a s i l y  m i s ­
u n d e r s t o o d  o t h e r w i s e .
D e f i n i t i o n  1:  An i d e a l  A i n  a r i n g  S w i l l  b e  s a i d
t o  h a v e  a r e g u l a r  r e p r e s e n t a t i o n  i n  S i f  A may be  
e x p r e s s e d  a s  a f i n i t e  i n t e r s e c t i o n  o f  p a i r w i s e  r e l a ­
t i v e l y  pr im e p r im a r y  i d e a l s .  S u eh  a r e p r e s e n t a t i o n  
o f  A i s  c a l l e d  r e g u l a r .
I t  i s  i m p l i c i t  i n  t h e  d e f i n i t i o n  t h a t  t h e  p r im a ry  
i d e a l s  i n  a r e g u l a r  r e p r e s e n t a t i o n  b e l o n g  t o  d i s t i n c t  
p r im e  i d e a l s .  I n  a r i n g  S w i t h  u n i t ,  we w i l l  a lw a y s  
assum e t h a t  i n  a r e g u l a r  r e p r e s e n t a t i o n  o f  a p r o p e r  
i d e a l ,  t h e  i d e a l  S d o e s  n o t  o c c u r ,  s o  t h a t  a r e g u l a r  
r e p r e s e n t a t i o n  o f  an i d e a l  i n  a r i n g  w i t h  u n i t  i s  
a lw a y s  i r r e d u n d a n t .  S i n c e  t h e  p r o d u c t  o f  f i n i t e l y  
many p a i r w i s e  r e l a t i v e l y  p r im e  i d e a l s  i s  e q u a l  t o  
t h e  i n t e r s e c t i o n  o f  t h e s e  i d e a l s ,  e v e r y  r e g u l a r  r e p ­
r e s e n t a t i o n  o f  an i d e a l  A i n  a r i n g  w i t h  u n i t  c o i n ­
c i d e s  w i t h  a p r o d u c t  r e p r e s e n t a t i o n  o f  A i n  w h ich  
t h e  f a c t o r s  a r e  p a i r w i s e  r e l a t i v e l y  pr im e p r im a r y  
i d e a l s  and v i c e  v e r s a .  I t  s h o u l d  b e  n o t e d  t h a t  i f  
e v e r y  i d e a l  i n  S h as  a r e g u l a r  r e p r e s e n t a t i o n ,  t h e n  
t h i s  i s  a l s o  t h e  c a s e  i n  e v e r y  r e s i d u e  c l a s s  r i n g  
S/A  f o r  any i d e a l  A i n  S .
I t  i s  w e l l  known t h a t  i n  any  two i r r e d u n d a n t  r e p r e ­
s e n t a t i o n s  o f  an i d e a l  a s  a f i n i t e  i n t e r s e c t i o n  o f
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o f  p r im a r y  c o m p o n e n ts ,  t h e  number o f  p r im a r y  compo­
n e n t s  i s  t h e  same and t h e  s e t s  o f  b e l o n g i n g  prime  
i d e a l s  a r e  t h e  sam e. [ V ;3 5 l»  I n  a r e g u l a r  r e p r e ­
s e n t a t i o n  o f  an i d e a l  A i n  a r i n g  w i t h  u n i t ,  ea ch  
p r im a ry  component i s  i s o l a t e d .  We th e n  o b t a i n  th e  
f o l l o w i n g  c l a s s i c a l  th eorem  w h ich  h o l d s  w i t h o u t  th e  
d i v i s o r  c h a i n  c o n d i t i o n :
Theorem 1: I f  A i s  a p r o p e r  i d e a l  i n  th e  r i n g
two r e g u l a r  r e p r e s e n t a t i o n s  o f  A w i t h  p r im a ry
f o r  P , t h e n  f o r  i  -  1 ,  2 , . . . t r .
P r o o f :  The th eo rem  i s  c e r t a i n l y  t r u e  i f  r  « 1 .
& and _ l ^ i  + l * * * ^ r ^ ^ i  bhat
S i m i l a r l y  f o r  ea c h  i f so  t h a t  ^  -  QJ.
H e n c e f o r t h ,  R w i l l  d e n o t e  a r i n g  w i t h  u n i t  i n  w hich  
e v e r y  i d e a l  h a s  a r e g u l a r  r e p r e s e n t a t i o n .  R* w i l l  d e n o te  
a r i n g  w i t h  u n i t  i n  w hich  e v e r y  p r im a ry  i d e a l  c o n t a i n s  
a power o f  i t s  r a d i c a l  and i n  w hich  e v e r y  i d e a l  h a s  a 
r e g u l a r  r e p r e s e n t a t i o n .  J and J* w i l l  d e n o t e  i n t e g r a l  
domains w i t h  u n i t  w i t h  p r o p e r t i e s  c o r r e s p o n d i n g  t o  
t h o s e  o f  R and R* r e s p e c t i v e l y .
Lemma 1: I f  are  p r im ary  i d e a l s  i n  R,
a l l  p r im a ry  f o r  t l ie  prim e i d e a l  P ,  t h e n
w i t h  u n i t  and i f  A -  fl . . . f l  a r e
I f  r > l ,  t h e n  s i n c e  t h e  P *' s  a re  p a i r w i s e  r e l a t i v e l y  
p r im e ,  we have  f o r  any i ,
p r im a ry  f o r  P .  ^n p a r t i c u l a r ,  i f  k i s  a p o s i t i v e
V
i n t e g e r  t h e n  P i s  p r im ary  f o r  P.
P r o o f :  By u s e  o f  i n d u c t i o n ,  i t  i s  s u f f i c i e n t  t o
p r o v e  t h e  a s s e r t i o n  when n -  2 .  The theorem  i s  t r i v i ­
a l l y  t r u e  f o r  P -  R. I f  P c R ,  we l e t  
be t h e  r e g u l a r  r e p r e s e n t a t i o n  o f  where P  ̂ -
For  any i ,  80 t h a t  P ^ z C ^  o r  ^ 2 0 ^ .
T h e r e f o r e  f ° r  ©ack i*  S i n c e  . *Q^£.P,
P ^ f i P  f o r  some i  and t h u s  P -  P ^ , s a y  P ■ P^. Now
i f  k ^ l ,  P'  + P'  -  P ' c R »  w hich  c o n t r a d i c t s  th e  a s -  1 k k
su m p t io n  t h a t  t h e  P  ̂ a re  r e l a t i v e l y  prim e i n  p a i r s .  
Hence k -  1 and Pr ^mary Por P a s  a s s e r t e d .
By a r e p e t i t i o n  o f  t h e  t y p e  o f  argument J u s t  g i v e n  
we o b t a i n  t h e  f o l l o w i n g  two lemmas:
Lemma 2:  I f  Q, P ,  and A a r e  I d e a l s  i n  R su ch  t h a t
Q i s  pr im ary  f o r  P and (^SA, th e n  v̂ A i s  pr im ary  f o r  P.
Lemma 3: I f  Q, Q ' , and P a r e  i d e a l s  i n  R s u c h  t h a t
Q, i s  p r im ary  f o r  P and Q£»Q'£*P, th e n  i s  pr im ary  
f o r  P.
Theorem 2: I f  Q i s  any p r im a ry  i d e a l  o f  R and A I s  
any i d e a l  o f  R su c h  t h a t  A 3 P  ■ t h e n  AQ -  Q, and
Q S^ITa1 .
P r o o f :  By Lemma 2 ,  <̂ A i s  p r im ary  f o r  P. S i n c e  <̂ A
£Q A  and A ^ P ,  ^SC^ASQ. That i s ,  Q -  QA -  QA2 -  
and QSMk  a s  a s s e r t e d .IH
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Theorem 3* I f  c i s  n o t  a ze ro  d i v i s o r  i n  R and i f  
( c )  » I® ^ . e  r e g u l a r  r e p r e s e n t a t i o n  o f  the
i d e a l  ( c )  i n  H, w i t h  prim ary f o r  P  ̂ , th e n  each  
i s  maximal.  *
P r o o f :  We may su pp ose  c i s  n o t  a u n i t  i n  R, th e
theorem b e i n g  t r i v i a l  o t h e r w i s e .  W ithout  l o s s  o f  
g e n e r a l i t y ,  we w i l l  show t h a t  P  ̂ i s  maximal.  Thus 
l e t  A be an i d e a l  such  t h a t  F ^ c A f i H .  By Theorem 2 ,
AQi -  so  t h a t  A (c )  « AC^Qp* • * Cc).  S in c e
c i s  n o t  a zero  d i v i s o r  i n  R, t h i s  i m p l i e s  t h a t  A «
R, and P^ i s  maximal i n  R.
C o r o l l a r y  3 . 1 :  I f  P i s  a p r o p e r  prime i d e a l  i n  R,
and i f  P c o n t a i n s  an e le m e n t  c w hich  i s  n o t  a zero  
d i v i s o r  i n  R, rhen P i s  maximal.
P r o o f :  I f  ( c )  -  ^ i^2***^k  r e Su l ar  r e p r e s e n t a ­
t i o n  o f  ( c )  i n  R, w i t h  pr im ary  f o r  P^, th e n  c e P 
i m p l i e s  P 2 P ^  f o r  some i .  By Theorem 3» P^ i s  maxi­
mal and t h e r e f o r e  P » P^ s i n c e  PCLR. Thus P i s  maxi­
mal a s  a s s e r t e d .
I n  p a r t i c u l a r  we have:
C o r o l l a r y  3 . 2 :  N o n -z e ro  prime i d e a l s  are  maximal i n  J .
Theorem 4: I f  P i s  a non-maximal prime i d e a l  i n  R
and i f  Q i s  pr im ary  b e l o n g i n g  to  P ,  th e n  Q -  P.
P r o o f :  We l e t  P* he a p r o p e r  maximal i d e a l  c o n t a i n ­
i n g  P and assume t h a t  Q C P .  Then we c h o o s e  p 1 e  P*
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s u c h  t h a t  p '  t  P and  p  e P s u c h  t h a t  p i- Q. I t  f o l l o w s  
t h a t  Q CQ  + ( p p ' ) f i P .  By Lemma 3 ,  Q + ( p p ' )  i s  p r i m a r y  
f o r  P .  Thus pp* e Q + ( p p ' ) ,  p '  t  F i m p l i  e s  t h a t  
P c 0, + ( p p 1)* C o n s e q u e u t l y  t h e r e  e x i s t  e l e m e n t s  
q  e Q, and  r  e R s u c h  t h a t  p ■ q + r p p '  . Then p ( l  -  r p ' )
-  q £ Q. S i n c e  p i  Qt i t  f o l l o w s  t h n t  1 -  r p '  £ P 
C P '  and  h e n c e  1 £ F '  . T h i s  c o n t r a d i c t s  t h e  c h o i c e  
o f  P* a s  a p r o p e r  i d e a l  i n  R. T h e r e f o r e  ^  * P and 
o u r  p r o o f  i s  c o m p l e t e .
C o r o l l a r y  4 . 1 ;  Non-m axim al  p r im e  i d e a l s  i n  R a r e  
i d e m p o t e n t .
P r o o f :  I f  P i s  a n o n -m ax im a l  p r im e  i d e a l  i n  R, t h e n
2 ° by  Lemma 1 ,  F~ i s  p r i m a r y  f o r  i . By Theorem 4 ,  P -  P ‘ ,
C o r o l l a r y  4 . 2 :  I f  P and  P ‘ ar-  p r im e  i d e a l s  i n  R
su c h  t h a t  F C P '  and i f  ^  i s  p r i m a r y  f o r  P ' t t h e n  Q 3 F .
P r o o f :  We f i r s t  show t h a t  PQ, i s  p r i m a r y  f o r  P .  I f
P^t ■ ^  r e Su l a r  r e p r e s e n t a t i o n  o f
w i t h  p r i m a r y  f o r  P^ , t h e n  f o r  any i ,  FQ,i w h ich
i m p l i e s  P . a  P o r  F , 2 P ' 3 P ,  Hence P . a  F f o r  e a c h  i .  i i  i
H ow ever .  F a  PC = ■:' so  t h a t  f o r  some i .  P S P .'1 2 hi l
and  t h u s  F ■ F s .  T h i s  i m p l i e s  t h a t  n * 1 and  PQ, i s  
p r i m a r y  f o r  P .  By Theorem 4 ,  P * P ^ &  t^. S i n c e  P 
i s  a p r im e  i d e - ' l  d i s t i n c t  f rom  F* , P 4 Q. Hence PC
Theorem 5: L e t  A * an(i B * ^ { ^ 2 * '*  Sn be
r e g u l a r  r e p r e s e n t a t i o n s  o f  t h e  n o n - z e r o  i d e a l s
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A and B i n  J ,  w i t h  pr im ary  f o r  P^ an d  Qj p r i m a r y  
f o r  Pj  . I n  o r d e r  t h a t  A S B  i t  i s  n e c e s s a r y  and  s u f ­
f i c i e n t  t h a t  e a c h  Pj a p p e a r  a s  a  P^ ( h e n c e  k m m ) ,  
s a y  P j  -  Pj , a n d  t h a t  Qj f o r  j  -  1 ,  2 , . . . ,  m.
P r o o f :  The c o n d i t i o n  i s  o b v i o u s l y  s u f f i c i e n t .  To
show t h a t  i t  i s  n e c e s s a r y  we n o t e  t h a t  f o r  e a c h  j ,  
P J 2 Q J 2 B 2 A  -  i m p l i e s  PJ 2 F ^  f o r  some i ,
s a y  i  « j .  B u t  t h e n  by  C o r o l l a r y  3 . 2 ,  P! * P . .
J d
H ence  k z m .  Now f o r  l i i i n  we h a v e  ^  ^  ^  ^ x
^  + i * * * S c ^ fiC^ *  w h i l e  _ x S .  + i * # , S c ^ pi
an d  t h u s
Theorem 6 :  I f  ( 0 )  * t t le  r e Su l a r  r e p r e ­
s e n t a t i o n  o f  ( 0 )  i n  R, w h e re  i s  p r i m a r y  f o r  P^ , 
t h e n  i s  t h e  i n t e r s e c t i o n  o f  a l l  i d e a l s  i n  H p r i ­
m ary  f o r  ^  .
P r o o f :  W i t h o u t  l o s s  o f  g e n e r a l i t y  we p r o v e  th e  t h e o ­
rem  f o r  . '^hus i f  jS  i s  t h e  c o l l e c t i o n  o f  a l l  i d e a l s
i n  R p r i m a r y  f o r  F^ a n d  i f  ^  i s  t h e  i n t e r s e c t i o n  o f  
t h e  e l e m e n t s  o f  j£  , t h e n  c e r t a i n l y  Bu t  i f
e j f  , t h e n  b y  Lemma 1 ,  t h e  r e p r e s e n t a t i o n  ( 0 )  -  Q*( 0 )
i s  r e g u l a r .  By
Theorem  1 ,  Q' so  t h a t  Q an d  h e n c e  Q *
By p a s s a g e  t o  t h e  r e s i d u e  c l a s s  r i n g  R/A we o b t a i n :
C o r o l l a r y  6 . 1 :  I f  A ■ ^  ^  i s  t l i e  r e g u l a r  r e p r e ­
s e n t a t i o n  o f  t h e  i d e a l  A i n  R, w h e re  i s  p r i m a r y  f o r
P^| t h e n  i s  th e  i n t e r s e c t i o n  o f  a l l  i d e a l s  i n  R 
p r im a ry  f o r  w h ich  c o n t a i n  A.
Theorem 7 • L o t  ( 0 )  •  Qg • * * ^  r e g u l a r  r e p r e ­
s e n t a t i o n  o f  (0.) i n  R, where ^  i s  p r im ary  f o r  P  ̂ .
Then e v e r y  e l e m e n t  o f  a p r i m e  i d e a l  P i n  R i s  a z e r o  
d i v i s o r  i f  an d  o n l y  i f  P i s  one  o f  t h e  P ^ ' s -
P r o o f :  We f i r s t  show t h a t  e a c h  e l e m e n t  o f  any  P^ i s
a  z e r o  d i v i s o r .  w i t h o u t  l o s s  o f  g e n e r a l i t y  we t a k e  
i  -  1 .  I f  k  -  1 ,  i . e . ,  i f  ( 0 )  i s  p r i m a r y  f o r  , 
t h e  s t a t e m e n t  i s  t r u e  s i n c e  t h e n  e v e r y  e l e m e n t  o f  
P^ i s  e v e n  n i l p o t e n t .  I f  k  > 1  a n d  p e P ^ , we c h o o s e  
a n  i n t e g e r  n  s u c h  t h  t  pn e • Then ( 0 )  « ^ i ^ 2 ***^k
— Cpn ) 0 2 * • » 3111(1 t h e r e f o r e  ( p 11) ^ . .  .Q^ * ( 0 )  =
(p n ) ( 0 ) .  I f  p w ere  n o t  a z e r o  d i v i s o r ,  t h e n  b y  n
s u c c e s s i v e  u s e s  o f  t h e  c a n c e l l a t i o n  la w  f o r  i d e a l s ,  
we w o u ld  h a v e ,  ( 0 )  -  ^ 2 %  * * * Sc wlll-ctl c o n t r a d i c t s  t h e  
u n i q u e n e s s  o f  t h e  r e g u l a r  r e p r e s e n t a t i o n  o f  ( 0 ) .  Thus 
p i s  a z e r o  d i v i s o r .
C o n v e r s e l y ,  l e t  P be a prime i d e a l  i n  R su ch  t h a t
e v e r y  e l e m e n t  o f  P i s  a z e r o  d i v i s o r  i n  R. S i n c e
P 2 ( 0 )  * P 2 P ^  f o r  some i .  Now i f  a e F ,
t h e r e  e x i s t s  b ̂  0 su ch  t h a t  ab ■ 0 .  S i n c e  b /  0  and
( 0 )  ■ t h e r e  e x i s t s  an i n t e g e r  j  su c h  t h a t
b t  Q . .  Then ab e Q, ,  b ^ Q. i m p l i e s  a e P . .  Thus 
l  J J J J
P S U  P. and t h e r e f o r e  P S P  f o r  some m. [ I I ;  1 8 6 ] .  t  m
I t  f o l l o w s  t h a t  P. c p c p  and h en ce  P.  ■ P ■ P .i  m i  m
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C o r o l l a r y  7 . 1 :  L e t  ( 0 )  -  b e  t h e
r e g u l a r  r e p r e s e n t a t i o n  o f  ( 0 )  i n  R, w i t h  p r i m a r y
p r i m a r y  f o r  P j  a n d  w h ere  t h e s e  i d e a l s
h a v e  b e e n  l a b e l e d  so  t h a t  e a c h  F^ i s  n o t  m ax im al  
w h i l e  e a c h  P! i s  m a x im a l .  ( W h i le  r  + s > 0 ,  e i t h e r  
r  o r  s  may be  z e r o . )  Then  -  P^ f o r  i  « 1 ,  2 ,
. . . ,  r  and  P ^ , , . . . ,  P^ a r e  a l l  o f  t h e  n o n - m a x im a l
p r i m e  i d e a l s  i n  R.
P r o o f :  The a s s e r t i o n  ■ P^ i s  t h e  c o n t e n t  o f  Theo­
rem 4 .  By T heorem  7 and  C o r o l l a r y  3 .1 *  i f  P i s  a
n o n - m a x im a l  p r i m e  i d e a l  i n  S ,  f  i s  o ne  o f  t h e  p r i m e  
i d e a l s  b e l o n g i n g  t o  ( 0 ) .  By t h e  o r d e r i n g  g i v e n ,
P -  P^ f o r  some i  s u c h  t h a t  I s  i - s . r .
E x am p le s  show t h a t  i t  i s  p o s s i b l e  f o r  m ax im a l  i d e a l s  
t o  o c c u r  i n  t h e  z e r o  r e p r e s e n t a t i o n .  C e r t a i n  p r o p e r ­
t i e s  o f  t h e  p r im e  i d e a l s  i n  H s h o u l d  be  n o t e d  a t  
t h i s  p o i n t .  We o b s e r v e  t h a t  a p r i m e  i d e a l  P i n  R 
p r o p e r l y  c o n t a i n s  a n o t h e r  p r i m e  i d e a l  P '  i f  a n d  o n l y  
i f  P d o e s  n o t  o c c u r  i n  t h e  z e r o  r e p r e s e n t a t i o n .  The 
p r i m e  i d e a l s  o c c u r i n g  i n  t h e  z e r o  r e p r e s e n t a t i o n  a l l  
h a v e  h e i g h t  0 .  A l l  o t h e r  p r o p e r  p r im e  i d e a l s  i n  R
h a v e  h e i g h t  1 .  Two p r i m e  i d e a l s  P a n d  P '  i n  R a r e
n o t  r e l a t i v e l y  p r i m e  i f  and  o n l y  i f  one  o f  them  c o n ­
t a i n s  t h e  o t h e r .
I f  ( 0 )  -  P-j_. . .P  ^ . .<cj  ̂ i s  t h e  r e g u l a r  r e p r e s e n t a t i o n
o f  ( 0 )  i n  R w h e re  , P ^ , • . . ,  Pr  a r e  p r i m e  a n d
Q*, Q ' , . . . ,  CJ a r e  p r i m a r y  b e l o n g i n g  to  m ax im a l  p r im e1 c 8
f o r  and Q?
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i d e a l s  P £ , P^J, . . . »  » t h e n  s i n c e  t h e s e  i d e a l s  a r e
p a i r w i s e  r e l a t i v e l y  p r i m e ,  R «  R / P ^ ®  . . .  ®  R/P^ ©
w h ere  e a c h  R/P^ i s  an  i n t e g r a l  
d om a in  w i t h  u n i t  i n  w h ic h  e v e r y  i d e a l  h a s  a r e g u l a r  
r e p r e s e n t a t i o n  an d  w h ere  e a c h  R/<ij i s  a  p r i m a r y  r i n g  
[ V I ; 1 7 8 ] .  I t  i s  e a s i l y  v e r i f i e d  t h a t  i f  a r i n g  S 
i s  a d i r e c t  sum o f  m u t u a l l y  a n n i h i l a t i n g  s u b r i n g s  
§ 1 , , . . . ,  3 ^ ,  t h e n  e a c h  i d e a l  i n  3 h as  a r e g u l a r
r e p r e s e n t a t i o n  i f  an d  o n l y  i f  e a c h  i d e a l  i n  h a s  
a r e g u l a r  r e p r e s e n t a t i o n  f o r  e a c h  i .  F u r t h e r ,  e a c h  
p r i m a r y  i d e a l  i n  3 c o n t a i n s  a  powei'  o f  i t s  r a d i c a l  
i f  an d  o n l y  i f  t h i s  p r o p e r t y  h o l d s  i n  e a c h  . We 
h a v e  t h e r e f o r e  r e d u c e d  t h e  p r o b l e m  o f  s t u d y i n g  K 
t o  a p r o b l e m  c o n c e r n i n g  i n t e g r a l  d o m a in s  w i t h  u n j t  
i n  w h ic h  e v e r y  i d e a l  h a s  a r e g u l a r  r e p r e s e n t a t i o n  
and p r i m a r y  r i n g s .
Lemma 4 :  I f  R* i s  a p r i m a r y  r i n g  a n d  P* i t s  u n i q u e
p r o p e r  p r im e  i d e a l ,  t h e n  e v e r y  p r o p e r  i d e a l  i n  R 1 
i s  p r i m a r y  f o r  P ‘ .
P r o o f :  I f  A i s  a p r o p e r  i d e a l  i n  R 1 , t h e n  A £ i '
f o r  R* \ P '  i s  t h e  s e t  o f  u n i t s  o f  R 1 . I f  b  e P '  , 
t h e n  some p o w e r  o f  b i s  i n  A, f o r  o t h e r w i s e  we c o u l d
z
The sym bo1 ©  i s  u s e d  t o  d e n o t e  a d i r e c t  
sum o f  r i n g s .  C f .  [ V I ; 1 6 4 ] .
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f i n d  a p r i m e  i d e a l  P c o n t a i n i n g  no p o w e r  o f  b .  [ I I ; 1 05 3 •
Thus  i f  a ,  b e R ' , ab  e A, a n d  a i A, t h e n  b i s  n o t
a u n i t  s o  t h a t  b e P 1 . H e n c e  A i s  p r i m a r y  a n d  I 1 i s  
i t s  r a d i c a l .  [ V ; 2 8 ] ,
Lemma 5:  I n  a  r i n g  w i t h  u n i t ,  s i n g l e  p r i m e d  i d e a l s
a r e  p r i m a r y .
P r o o f :  -Ve l e t  S be a r i n g  w i t h  u n i t ,  A a p r o p e r
i d e a l  i n  lS w h i c h  h a s  t t i e  p r i m e  i d e a l  P a s  i t s  u n i q u e  
p r o p e r  p r i m e  i d e a l  d i v i s o r .  <*e w i s h  t o  show t h a t
A i s  p r i m a r y  f o r  P .  T h u s  L/A i s  a r i n g  w i t h  u n i t
h a v i n g  P /A  a s  i t s  u n i q u e  p r o p e r  p r i m e  i d e a l .  T h a t  
i s ,  S /A  i s  a p r i m a r y  r i n g .  By Lemma 4 ,  A/A I s  p r i m a r y  
f o r  P / A .  H e n c e  A i s  p r i m a r y  f o r  P a n d  o u r  p r o o f  
i s  c o m p l e t e .
We s t a t e  t h e  f o l l o w i n g  lemma w i t h o u t  p r o  . f .
Lemma 6 :  I n  a r i n g  w i t h  u n i t ,  n o n - z e r o  p r i m e  i d e  I s
a r e  m a n i m a l  i f  >nd o n l y  i f  n o n - z e r o  p r i m a r y  i d e a l s  
a r e  s i r n rl e  p r i m e d .
T h eo r e m  8 :  I f  R* i s  a p r i m a r y  r i n g  a n d  P '  i s  i t s
u n i q u e  p r o p e r  p r i m e  i d e a l ,  t h e n  e v e r y  i d e a l  i n  R 1 
h a s  a r e g u l a r  r e p r e s e n t a t i o n .  E v e r y  o r i m a r y  i d e a l  
i n  R* c o n t a i n s  a p o w e r  o f  i t s  r a d i c a l  i f  and  o n l y  
i f  P '  i s  n i l p o t a n t .
P r o o f :  B o t h  a s s e r t i o n s  f o l l o w  f rom lemma 4 an d  i t s
p r o o f .
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Theorem 9:  The I n t e g r a l  d o m a in   ̂ h a s  th e  f o l l o w i n g
p r o p e r t i e s :  A) N o n - z e r o  p r i m e  i d e a l s  a r e  m a x im a l
i n  J .
B) E v e r y  n o n - z e r o  i d e a l  i n  J h a s  o n l y
f i n i t e l y  many prim e i d e a l  d i v i s o r s .
G) I f  U i s  a n  i d e a l  i n  J ,  t h e r e  e x i s t s
a f i n i t e  c o l l e c t i o n  P, , , .  . . . P1 ’ d ’ 1 n
( n  J t l )  o f  p r i m e  i d e a l  d i v i s o r s  o f  
U s u c h  t h a t  p^ e P-^, pp e P ^ , . . .  ,
Pn  e PQ i m p l i e s  t h e r e  e x i s t  i n t e g e r s
e i e o e «
e l  * e 2 ♦ * * * * e n s u c h  t h a t  p 1J- p^  . . • Pn
e M.
D) The r a d i c a l  o f  a n y  i d e a l  i n  J  may 
b e  e x p r e s s e d  a s  a p r o d u c t  o f  d i s ­
t i n c t  p r i m e  i d e a l s .
I n  a d d i t i o n ,  t h e  i n t e g r a l  d o m a in  J*  s a t i s f i e s  t h e  
f o l l o w i n g  c o n d i t i o n :  C*) I f  M i s  an  i d e a l  i n  J*  ,
t h e r e  i s  a n o n - n u l l  f i n i t e  c o l l e c t i o n  P ^ , P p , . . . ,  P n 
o f  p r i m e  i d e a l  d i v i s o r s  o f  M an d  i n t e g e r s  e-  ̂ , e p ,
. . . ,  e_ s u c h  t h a t  P . 1 P 0^ . . , P „ n .fi M.* n 1 d n
P r o o f :  P r o p e r t y  A was p r o v e d  i n  C o r o l l a r y  3 . ? ,
F o r  t h e  r e m a i n i n g  p a r t s  o f  t h e  p r o o f ,  we l e t  M -  
Q l Q p . . . ' ^  b e  t h e  r e g u l a r  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  i d e a l  
M i n  J ,  w h e r e  i s  p r i m a r y  f o r  Pj_ f o r  i  * 1 ,  2 ,
m * • j n  •
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To p r o v e  B, i f  11 /  ( 0 ) ,  t h e n  P, , P _ , . . . ,  P i s  a1 2 n
f i n i t e  c o l l e c t i o n  o f  prime i d e a l  d i v i s o r s  o f  M.
I f  P i s  an y  p r i m e  i d e a l  d i v i s o r  o f  M, t h e n  P a P ^  
f o r  some i .  S i n c e  M /  ( 0 ) ,  a n d  A h o l d s ,  e i t h e r  P 
-  P^ o r  P » J .  H ence  P^ , P ^ , . . • ,  P ^ ,  J  a r e  a l l  o f  
t h e  p r i m e  i d e a l  d i v i s o r s  o f  M a n d  B h o l d s .
I f  p^ e P^ , t h e n  p r i m a r y  f o r  i m p l i e s  t h e r e
©j
e x i s t s  an  i n t e g e r  e^ s u c h  t h a t  p^1 e Q^. Hence  
0 0 0
p^^-p^^. • «Pn n  e T*l i s  H o ld s  f o r  a r b i ­
t r a r i l y  c h o s e n  e l e m e n t s  p^ e P ^ . Thus C i s  v a l i d .
Now -  V q ^ T T T q ^  -  nt f Q2 n . . .  H Y q ^  -  P f \  . . . | \  pn
= P P , . . . . P  an d  D h o l d s .1 2  n
F i n a l l y ,  i n  J*  t h e r e  e x i s t  i n t e g e r s  e . , e _ , . . . ,  e
1 2  n
s u c h  t h a t  P ^ * £  . T h e r e f o r e  • *^n n  —*̂ 1 * * *Sq
« M a n d  C* h o l d s  i n  J * .
T heo rem  10 :  E v e r y  i d e a l  i n  a n  i n t e g r a l  dom a in  3
w i t h  u n i t  h a s  a  r e g u l a r  r e p r e s e n t a t i o n  i f  an d  o n l y  
i f  p r o p e r t y  A and an y  one  o f  t h e  t h r e e  p r o p e r t i e s  
B, C, o r  D h o l d .
P r o o f :  We h a v e  a l r e a d y  p r o v e d  t i a t  i f  ev e  y  i d e a l
i n  S h a s  a r e g u l a r  r e p r e s e n t a t i o n ,  t  en  p r o p e r t i e s
A a n d  D h o l d .  I f  A and D h o l d  i n  3 ,  we w i s h  t o  show
t h a t  B i s  v a l i d .  Thus i f  M 4  ( 0 )  i s  an  i d e a l  i n  S
a n d  i f  i u  -  p F . . . P  where t h e  P a re  d i s t i n c t  prime
1 2 n  i
i d e a l s ,  t h e n  any  p r i m e  i d e a l  P c o n t a i n i n g  M must
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c o n t a i n  ViT and  t h u s  F m f o r  some i  o r  P * S so 
t h a t  Pj_ , . .  • , Pn , S a r e  a l l  o f  t h e  p r im e  i d e a l  d i v i ­
s o r s  o f  If, and p r o p e r t y  B i s  v a l i d .
We n e x t  show t h a t  A and  B im p ly  C. P r o p e r t y  C ob­
v i o u s l y  h o l d s  f o r  t h e  i d e a l s  ( 0 )  an d  S. I f  II i s  a 
p r o p e r  n o n - z e r o  i d e a l  i n  S ,  we l e t  P-̂  , P2  , . . .  , Fn 
be  t h e  p r o p e r  p r im e  i d e a l  d i v i s o r s  o f  M. We ch o o s e  
a r b i t r a r y  e l e m e n t s  p^ e . F o r  e a c h  i ,  we l e t  Si  
d e n o t e  t h e  r e l a t i v e  q u o t i e n t  r i n g  o f  S w i t h  r e s p e c t  
t o  t h e  p r im e  i d e a l  P^. [ V I ; 2 2 8 ] .  i s  an  i n t e g r a l
domain w i t h  u n i t  and P^S^ i s  i t s  u n i q u e  n o n - z e r o  
p r o p e r  p r im e  i d e a l .  F u r t h e r  (0-) ^  MS^S P^S^ and  p^ 
e P ^ S ^ . By Lemma 4 ,  a p p l i e d  t o  S^/14S^ , t h e r e  e x i s t s
e i  mian i n t e g e r  e^ su ch  t h a t  p^ -  —  e MS^, where m̂  e
^1 e 2 eII and  e 3 \ P ^ .  We l e t  a  * p-̂  j>2 * * co n ­
s i d e r  t h e  i d e a l  M :(a )  i n  S . ^  We w is h  t o  show M: ( a )
■ S .  C e r t a i n l y  M : ( a ) f i S .  S i n c e  U f i U : ( a ) , i n  o r d e r  
t o  show t h a t  M :(a )  -  S ,  i t  i s  s u f f i c i e n t  t o  show 
t h a t  M :(a )  i s  n o t  d i v i s i b l e  by  P^ f o r  i  = 1 ,  2 , . . . ,  n ,  
f o r  t h i s  w i l l  im p ly  t h a t  M :(a )  h a s  no p r o p e r  p r im e  
i d e a l  d i v i s o r s  and  h e n c e  M :(a )  « S. Thus f o r  any
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I f  A i s  an i d e a l  and B i s  a s u b s e t  o f  th e  
r i n g  3 ,  then  AiB d e n o te s  the  c o l l e c t i o n  o f  a l l  e l e m e n ts  
x  o f  S such  t h a t  x B S A .  I n  th e  c a s e  o f  an i n t e g r a l  
domain S ,  t h e s e  e l e m e n ts  x w i l l  a lways be r e s t r i c t e d  
to  e l e m e n ts  o f  S and n o t  ta k en  as a r b i t r a r y  e l e m e n ts  
o f  the  q u o t i e n t  f i e l d ,  o f  S.
eii ,  ^ P i  » e M so  t h a t  a ^ a  e M. H ence  a^  e M: ( a ) ,
^  P^ a n d  M: ( a )  -  S a s  a s s e r t e d .  T h a t  i s ,  a  e U 
en d  C h o l d s .
F i n a l l y ,  we show t h a t  i f  A a n d  C h o l d  t h e n  e v e r y  
i d e a l  i n  S h a s  a r e g u l a r  r e p r e s e n t a t i o n .  L e t  M b e  
a  n o n - z e r o  p r o p e r  i d e a l  i n  S ,  a n d  l e t  P ^ , P ^ , . . . ,  Pq 
h e  t h e  f i n i t e  c o l l e c t i o n  o f  d i s t i n c t  p r o p e r  p r im e  
i d e a l  d i v i s o r s  a s s o c i a t e d  wiLh M. x f  P i s  an y  p r o p e r  
p r i m e  i d e a l  i n  3 d i s t i n c t  f ro m  P ^ , . . . ,  P ^ ,  t h e n  we 
c a n  c h o o s e  e l e m e n t s  p^ c P ^ \ P  an d  i n t e g e r s  s u c h  
e l  e 2 e nt h a t  a  * p^  p 2  • • • P n  e S i n c e  no p^ i s  i n  P ,
a  ^  P so  t h a t  M ^ P .  T h a t  i s ,  P ^ , . . . , ? ^  a r e  a l l  t h e
p r o p e r  p r i m e  i d e a l  d i v i s o r s  o f  K. Lemma 5 i m p l i e s
t h a t  i f  n  = 1 ,  M * M i s  a r e g u l a r  r e p r e s e n t a t i o n
o f  M. O t h e r v d s e ,  f o r  1 5  i i  n ,  we l e t  S OMS^ ■ .
We h a v e  an d  i s  t h e  s e t  o f  a l l  e l e m e n t s
8 o f  S s u c h  t h a t  t h e r e  e x i s t s  an  e l e m e n t  a . e S 'N P .s i  i
s u c h  t h a t  s a g ^ e M. JJe w i s h  t o  show t h a t  i s  p r i ­
m ary  f o r  P ^ . We t a k e  i  « 1 .  I t  i s  s u f f i c i e n t  t o  
show t h a t  i s  s i n g l e  p r i m e d ,  an d  s i n c e  i t
i s  e v e n  s u f f i c i e n t  t o  show t h a t  Q ^ ^ P ^  f o r  2 s * j A  n .
We c h o o s e  p. e P, , p.  ^ . U P  a n d  x  e P nA  . . . H P  1 1 1  »*JT i  2 n
s u c h  t h a t  x  |t P . By h y p o t h e s i s ,  t h e r e  e x i s t  i n t e g e r s  
k  an d  m s u c h  t h a t  P ^ 01 e M. S i n c e  x  & P^ , x 10 t  P-  ̂ so
t h a t  b y  d e f i n i t i o n  o f  ^ c  .Now p ^  P^ f o r
v v *<
2 5  i <  n  i m p l i e s  p ^ P f o r  2 5  i S n ,  an d  t h u s  p & i )  P
1 1  1 2 . i
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Hence 2 i  j i n .  Now M S ^ O i ^ n  . . .  A  ^  -  Z
and th e  r e p r e s e n t a t i o n  o f  Z i s  r e g u l a r .  We w is h  to  
show Z&U. I f  z e Z, then  U S U : ( z )  w h i l e  f o r  1 5 i i  n,
e S NP^ such  t h a t  
zaz  ̂ e M so  t h a t  M :(z )^ .P ^ .  T h ere fo re  M: ( z)  has  no 
p rop er  prime i d e a l  d i v i s o r s ,  and hence M: ( z)  » S.
Thus z  e  M and  ZfcU. Hence M h a s  a r e g u l a r  r e p r e s e n t a ­
t i o n  i n  S. ( I t  i s  e a s i l y  v e r i f i e d  d i r e c t l y  i n  t h i s  
c a s e  t h a t  i s  t h e  i n t e r s e c t i o n  o f  a l l  i d e a l s  i n  S 
p r i m a r y  f o r  w h ich  c o n t a i n  M.)
Theorem 11: I f  S i s  an i n t e g r a l  domain w i t h  u n i t ,
t h e n  i n  o r d e r  t h a t  e v e r y  i d e a l  i n  S s h o u l d  have  a 
r e g u l a r  r e p r e s e n t a t i o n  and  t h a t  e v e ry  p r i m a r y  i d e a l  
i n  S s h o u l d  c o n t a i n  a power o f  i t s  r a d i c a l  i t  i s  
b o t h  n e c e s s a r y  and  s u f f i c i e n t  t h a t  p r o p e r t i e s  A and  
C  h o l d  i n  S.
P r o o f :  Theorem 9 shows t h a t  c o n d i t i o n s  A and C' a r e
n e c e s s a r y .  C o n v e r s e l y ,  su p p o s e  S i s  an i n t e - r a l
domain w i th  u r i t  i n  which  p r o p e r t i e s  A and  C' a r e  
v a l i d .  S i n c e  C' i m p l i e s  C, e v e r y  i d e a l  i n  S h a s  a 
r e g u l a r  r e p r e s e n t a t i o n  by Theorem 10 .  I f  M /  (0 )  
i s  a p r i m a r y  i d e a l  i n  S ,  t h e n  by Lemma 6 ,  M i s  s i n g l e
p r im e d  -----  s a y  P i s  t h e  p r im e  r a d i c a l  o f  M. Then
by h y p o t h e s i s ,  M m ust  c o n t a i n  a pow er  o f  P s i n c e  
P and S a r e  t h e  o n l y  p r im e  i d e a l  d i v i s o r s  o f  • Thus 
A and  C1 a r e  a l s o  s u f f i c i e n t ,  and o u r  p r o o f  i s  c o m p le t e .
z e i m p l i e s  t h e r e  e x i s t s  a .
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We may s u m m a r i z e  t h e s e  r e s u l t s  i n  t h e  f o l l o w i n g  t h e o ­
r e m s ;
T h e o r e m  1 2 :  E v e r y  i d e a l  i n  t h e  r i n g  S w i t h  u n i t
h a s  a r e g u l a r  r e p r e s e n t a t i o n  i f  a n d  o n l y  i f  S i s  a 
d i r e c t  sum o f  i n t e g r a l  d o m a i n s  i n  w h i c h  p r o p e r t y  A 
a n d  e i t h e r  o f  p r o p e r t i e s  B,  C,  o r  D h o l d s  a n d  p r i ­
m a r y  r i n g s .
T h e o r e m  1 3 :  E v e r y  i d e a l  i n  t h e  r i n g  S w i t h  u n i t
h a s  a  r e g u l a r  r e p r e s e n t a t i o n  a n d  e v e r y  p r i m a r y  i d e a l  
i n  S c o n t a i n s  a p o w e r  o f  i t s  r a d i c a l  i f  an d  o n l y  
i f  S i s  a  d i r e c t  sum o f  i n t e g r a l  d o m a i n s  w i t h  u n i t  
i n  w h i c h  A a n d  C'  h o l d  an d  p r i m a r y  r i n g s  w i t h  n i l -  
p o t e n t  p r o p e r  p r i m e  i d e a l s .
The  f o l l o w i n g  t h e o r e m  g i v e s  a n  i m p o r t a n t  p r o p e r t y  
o f  t h e  i d e a l s  i n  t h e  r i n g s  u n d e r  c o n s i d e r a t i o n .
T h e o r e m  14-: I f  P i s  a p r i m e  i d e a l  i n  J t t h e  i n t e r ­
s e c t i o n  o f  a l l  i d e a l s  i n  J  p r i m a r y  f o r  P i s  ( 0 )  o r  
J ,  a c c o r d i n g  a s  P i s  p r o p e r  o r  P = J .
P r o o f :  We l e t  P h e  a  p r o p e r  p r i m e  i d e a l  i n  J  a n d
^  b e  t h e  c o l l e c t i o n  o f  i d e a l s  i n  J  w h i c h  a r e  p r i m a r y  
f o r  P .  We l e t  Z h e  t h e  i n t e r s e c t i o n  o f  a l l  e l e m e n t s  
o f  a n d  we s u p p o s e  ( 0 ) C . Z .  We c h o o s e  z t o  b e  a  
n o n - z e r o  e l e m e n t  o f  Z. S i n c e  z s  P a n d  n o n - z e r o  
p r i m e  i d e a l s  a r e  m a x i m a l  i n  J ,  F i s  o n e  o f  t  e p r i m e  
i d e a l s  b e l o n g i n g  t o  ( z ) .  L e t  ( z )  -  Q p ^ 2 * * * ^ n  b e
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t h e  r e g u l a r  r e p r e s e n t a t i o n  o f  ( z )  where  i s  p r i m a r y  
f o r  P .  I f  a  ■ 1 ,  t h e n  Z ■ ( z )  a n d  Z i s  i n v e r t i b l e .
I f  d > 1 ,  we c h o o s e  a n y  i d e a l  Q* i n  ^  . S i n c e  02***^n  
» Q, ' : ' 2̂ ***Q5q I s  p r i m a r y  f o r  F .  Thus  z e Q' 
and  “ S . ^ 2 * ’ *^h S* ^ '  * Lemma 1 a n d  Theo­
rem 5 , Q’ , so  t h a t  Z. S i n c e  i s  p r i m a r y
f o r  F ,  Z » . Hence  ( z) ■ Z Q ^ . . . ^  a ^ d  a g a i n  Z i s
i n v e r t i b l e .  Thus  Z i s  i n v e r t i b l e  and  p r i m a r y  f o r  P
p
f o r  n £ l .  By Lemma 1 ,  Z i s  a l s o  p r i m a r y  f o r  P so 
2t h a t  Z m Z . ^ i n c e  Z i s  i n v e r t i b l e ,  t h i s  i m p l i e s  
Z » J  w h i c h  i s  a c o n t r a d i c t i o n .  Hence Z » ( 0 ) .
The o t h e r  p a r t  o f  t h e  t h e o r e m  i s  o b v i o u s .
C o r o l l a r y  1 4 . 1 :  I f  A i s  a p r o p e r  i d e a l  i n  J * ,  t h e n
j?f = ( 0 ) .  Thus i f  A ^ ( 0 )  t h e n  t h e  p o w e r s  o f  A 
p r o p e r l y  d e s c e n d .
C o r o l l a r y  1 4 . 2 :  I f  P i s  a n y  o r o p e r  p r i m e  i d e a l  i n
R,  t h e  i n t e r s e c t i o n  o f  a ^ l  p r i m a r y  i d e a l s  b e l o n g i n g
t o  P i s  t h a t  p r i m a r y  com pon en t  o f  ( 0 )  c o n t a i n e d  i n  P .
P r o o f :  <Ve l e t  ( 0 )  = P P - . . . P  b e  t h e  r e g u l a r-L r  i  s
r e p r e s e n t a t i o n  o f  ( 0 ) i n  R,  w her e  o u r  n o t a t i o n  i s
t h e  same a s  f o r  C o r o l l a r y  7 . 1 .  By Theorem 6 , t h e
c o r o l l a r y  i s  t r u e  f o r  t h e  p r i m e  i d e a l s  P ^ , . . . , F  ,
F ' , . .  . ,  P ' . I f  P i s  a c r i m e  i d e a l  i n  R w h i c h  d oe s  
I  s
n o t  o c c u r  i n  t h e  z e r o  r e p r e .  e n t a t i o n ,  t h e n  P U P ^  
f o r  some i ,  s a y  I Z J P ^ .  I f  P C R  an d  i f  A i s  an  i n ­
d e x i n g  s e t  f o r  t h e  c o l l e c t i o n  o f  i d e a l s  i n  R p r i m a r y
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f o r  F ,  t h e n  f o r  ^  e A, P^ c  Q* b y  C o r o l l a r y  4 . 2 .
A p p l y i n g  Theorem 14 to R/P-^ we h a v e :
P i /P i  ----- th a t  i s ,  I}*?* - pi  •
C o ro l la ry  14.3: I f  F i s  a  proper prime i d ^ a l  i n
R * , then P p roper ly  con ta ins  some o th e r  p r i m e  i d e a l  
P* i f  a n d  o n l y  i f  t h e  power s  o f  P p r o p e r l y  d e s c e n d .
I n  t h i s  c a s e  P* -  P^ i s  t h e  u n i q u e  p r i m e  i d e a l  
c o n t a i n e d  i n  P .
P r o o f :  S i n c e  e v e r y  p r i m a r y  i d e a l  i n  R* c o n t a i n s
a po wer  o f  i t s  r a d i c a l  a n d  s i n c e  Lemma 1 h o l d s ,  t h e  
i n t e r s e c t i o n  o f  a l l  p r i m a r y  i d e a l s  b e l o n g i n g  t o  P 
i s  t h e  i n t e r s e c  Lion o f  a l l  p o w e r s  o f  P .  We know t h a t  
P p r o p e r l y  c o n t a i n s  a n o t h e r  p r i m e  i d e a l  i f  a n d  o n l y  
i f  P i s  n o t  o n e  o f  t h e  p r i m e  i d e a l s  b e l o n g i n g  to  
( 0 ) .  I f  Ft  i s  t h e  p r i m e  i d e a l  i n  t h e  z e r o  r e p r e s e n t a ­
t i o n  c o n t a i n e d  i n  - t , t h e n  b y  C o r o l l a r y  1 4 . 2 ,  P^ «
^  P^ so  t h a t  t h e  p o w e r s  o f  P p r o p e r l y  d e s c e n d ,  f o r  
o t h e r w i s e  we w o u l d  h a v e  P^ » P f o r  some i n t e g e r  
k ^ l .  ° i n c e  P^ i s  p r i m e ,  t h i s  w o u l d  s a y  P ^ 2 1  w h ic h  
w o u ld  b e  a c o n t r a d i c t i o n  t o  o u r  c h o i c e  o f  P .  To com­
p l e t e  t h e  p r o o f  we show t h a t  p o w e r s  o f  t h e  p r i m e  
i d e a l s  b e l o n g i n g  t o  ( 0 )  do n o t  p r o p e r l y  d e s c e n d .
The i d e a l s  P^ a r e  i d e m p o t e n t .  P o r  1 1  j l s ,  Q j ^ C P j ) ^  
■ ^ ( P j ) * '  + ^ . f o r  some i n t e g e r  t .  Bu t  ( P j ) ^  + ^ i s  
p r i m a r y  f o r  P t , so t h a t  Theorem 6  i m p l i e s  t h a t  Ql
J U
+ 1 . Hence ^  -  ( F p *  -  ( P ' ) *  + 1  » . . .  .
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F r o *  t h e  p r o o f  o f  C o r o l l a r y  1 4 . 3  we o b t a i n :
C o r o l l a r y  1 4 . 4 :  The p r o p e r  p r i m e  i d e a l s  i n  R* n o t
o c c u r i n g  i n  t h e  z e r o  r e p r e s e n t a t i o n  a r e  e x a c t l y  t h o s e  
p r o p e r  p r i m e  i d e a l s  P f o r  w h i c h  t h e  p o w e r s  p r o p e r l y  
d e s c e n d .
D e f i n i t i o n  2:  An i d e a l  A i n  a r i n g  S w i t h  u n i t  i s
c a l l e d  n o n - f a c t o r a b l e  i f  t h e  f o l l o w i n g  c o n d i t i o n  
i s  s a t i s f i e d :  'Whenever  B a n d  C a r e  i d e a l s  i n  S s u c h
t h a t  A » BC t h e n  e i t h e r  B ■ S o r  C « S .
Lemma 7 :  I f  Q i s  a  p r o p e r  p r i m a r y  i d e a l  i n  J  w i t h
■ P a n d  i f  Q « S . ^ 2 * * * S c  a n y  f a c t o r i z a t i o n
lr
o f  Q i n t o  p r o p e r  i d e a l s  i n  J ,  t h e n  QSAP .
P r o o f :  The t h e o r e m  i s  c e r t a i n l y  t r u e  i f  Q, -  ( 0 ) .
I f  ( 0 ) c Q ,  t h e n  by Lemma 6 , P i s  t h e  u n i q u e  p r o p e r  
p r i m e  i d e a l  d i v i s o r  o f  Q. S i n c e  J  f o r  e a c h
i ,  e a c h  h a s  e x a c t l y  one  p r o p e r  p r i m e  i d e a l  d i v i s o r ,
n a m e l y  P .  Hence  Q ^ c F  f o r  i  * 1 , . . . ,  k t and  Q » 
Q1Q2 . . . 4 k S P P . . . P  -  Pk .
Theorem 15:  I f  A i s  an  i d e a l  i n  J*  s u c h  t h a t  ( 0 )  ^
A C J *  t h e n  t h e r e  i s  a b o u n d ,  d e p e n d i n g  on A, on t h e
n um be r  o f  f a c t o r s  w h i c h  may o c c u r  i n  a  r e p r e s e n t a t i o n
o f  A a s  a p r o d u c t  o f  p r o p e r  i d e a l s  i n  J * .
P r o o f :  By h y p o t h e s i s ,  i f  A i s  p r i m a r y  f o r  P i n  J * ,
c *t h e r e  e x i s t s  an  i n t e g e r  c* s u c h  t h a t  P fit A. I f
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c  > c*  , t h e n  b y  C o r o l l a r y  1 4 . 1 ,  P CC A ,  Thus  Lemma 7 
shows t h a t  a n y  f a c t o r i z a t i o n  o f  A a s  a  p r o d u c t  o f  
p r o p e r  i d e a l s  i n  J* c o n t a i n s  a t  m o s t  c  -  1 f a c t o r s .
T h a t  i s ,  t h e  t h e o r e m  i s  t r u e  i f  A i s  p r i m a r y .
We now l e t  A -  S . ^ 2 * * * S t  r e Su ^ a r  r e p r e s e n t a t i o n
o f  A i n  J * ,  w h e r e  i s  p r i m a r y  f o r  P^ . , P^ , . .  . ,
P a r e  a l l  o f  t h e  p r o p e r  p r i m e  i d e a l  d i v i s o r s  o f  A.
A.
F o r  e a c h  t h e r e  i s  a n  i n t e g e r  m̂  s u c h  t h a t  any 
f a c t o r i z a t i o n  o f  ^  i n t o  p r o p e r  i d e a l s  i n  J* m u s t  
c o n t a i n  l e s s  t h a n  m̂  f a c t o r s .
Now i f  A ■ A _ A _ . . . A  i s  a f  a c t o r i z a t i o n  o f  A i n t o  
1 2  n
p r o p e r  i d e a l s  i n  J * ,  t h e n  f o r  e a c h  j ,  A S A  C J*  so
3
t h a t  t h e  c o l l e c t i o n  o f  p r o p e r  p r i m e  i d e a l  d i v i s o r s
o f  A. i s  a  s u b s e t  o f  t h e  c o l l e c t i o n  P ,  . .  . . ,  P, .
J 1  k
'Thus f o r  l S d S n  we c a n  w r i t e  A, = A , , A , ^ . . . A J, w i t h
3  J 1  j 2  j k
A -  J*  o r  A p r i m a r y  f o r  P f o r  I s  mS,k  a n d  w h e re  
jm jm m
f o r  a t  l e a s t  one  s u c h  m t h e  s e c o n d  c a s e  o c c u r s .
Then -  A -  A ^ . - . A ^  .  • • A ^ )  x
(A2 1 A2 2 ’ ” A? k ) ' " CAn l An ? , " Anlc) ‘  (A1 1 A2 1 '  ’ -An l 5 * 
( a 1 2 a 2 2 . . »An 2 ) * • * ^ f c A ^ .  . .  A ) . Now h y  Lemma 1
a n d  Theorem 1 we h a v e  Q. « A, . A^, . . . A  , f o r  e a c h  i .
tL l i  2 i  n i
Thus t h e  t o t a l  n u m b e r  o f  p r o p e r  f a c t o r s  A w i t h
pq
I s p S n  and  l i q S k  i s  l e s s  t h a n  m1 -  m^ + m2  + . . .
+ m^. F o r  e a c h  A^ we h a v e  a t  l e a s t  o n e  p r o p e r  f a c t o r  
A . T h i s  i m p l i e s  t h a t  n ^ m ' .  Thus  o u r  p r o o f  i s
3m
c o m p l e t e .
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C o r o l l a r y  1 5 - I s  E v e r y  i d e a l  A A ( 0 )  i n  J* may be  
e x p r e s s e d  a s  a f i n i t e  p r o d u c t  o f  n o n - f a c t o r a b l e  i d e a l s .
D e f i n i t i o n  3:  An i d e a l  A i n  a r i n g  S i s  c a l l e d  s e m i -
V
p r i m e  i f  s  e A a l w a y s  i m p l i e s  s  e A. [ I l l ] ,  E q u i v a ­
l e n t l y ,  A i s  s e m i - p r i m e  i f  an d  o n l y  i f  A ■ V a .
I t  i s  c l e a r  t h a t  t h e  s e t  o f  s e m i - p r i m e  i d e a l s  i s  t h e
same a s  t h e  s e t  o f  r a d i c a l s  o f  i d e  I s  i n  S .
Theorem 16:  An i d e a l  A i n  R i s  s e m i - p r i m e  i f  and
o n l y  i f  A may be  e x p r e s s e d  a s  a p r o d u c t  o f  d i s t i n c t  
p r i m e  i d e a l s .
P r o o f :  I f  t h e  i d e a l  A i n  R i s  s e m i - p r i m e ,  we l e t
A -  r e g u l a r  r e p r e s e n t a t i o n  o f  A, where
4^ i s  p r i m a r y  f o r  P^ . Then A -  ' fX = . .  . q^ *
■ P ^ n . - . O P ^  -  ^ 1 * * * ^ ’ 3 0  A
a  p r o d u c t  o f  d i s t i n c t  p r i m e  i d e a l s .  C o n v e r s e l y ,  
i f  A i s  an i d e a l  i n  H s u c h  L . a t  A i s  a p r o d u c t  o f  
d i s t i n c t  p r i m e  i d e a l s :  A =* P F . .  . 1  , t h e n  we may
1 A i£
a s s u i e  no P i s  c o n t a i n e d  i n  a P f o r  j  A i  s i n c e ,
1  <J
b y  Theorem 2 , P c.  P i m p l i e s  P . P .  ■ P. . Thus byA J A J J.
a  r e m a r k  f o l l o w i n g  C o r o l l a r y  7 . 1 ,  t h e  p r i m e  i d e a l s
P p , P ^ , . . . ,  Fj^ a r e  p a i r w i s e  r e l a t i v e l y  p r i m e ,  and
h e n c e  A -  P.  P . . . . P ,  -  P_ f \  P_ H . . .  <\ P . T h e r e f o r e
1  2  k 1  2  k
V T  - . . , O P k » f T 1 ( \ . . . n V p ^  - p r \ . , . f \ F k -
A and  A i s  s e m i - p r i m e .
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D e f i n i t i o n  4 :  I f  a n d  a r e  r i n g s  s u c h  t h a t
CjS^ ,  an d  i f  t  e , t h e n  t  w i l l  b e  s a i d  t o  b e  i n ­
t e g r a l  o v e r  i f  t h e r e  e x i s t s  a  f i n i t e  c o l l e c t i o n
o f  e l e m e n t s  r  , r  , . . . ,  r  e S s u c h  t h a t  a l l  power s  
1 2  n  2
o f  t  a r e  i n  t h e  f i n i t e  - m o d u l e  g e n e r a t e d  by  t h e
e l e m e n t s  r  . r  . . . . , r  . [ V ; 7 ^ ] .  S i s  s a i d  t o  be  
1  2  n 1
i n t e g r a l l y  c l o s e d  i n  i f  e v e r y  e l e m e n t  o f  i n ­
t e g r a l  w i t h  r e s p e c t  t o  i s  i n  .
To p r o v e  t h e  n e x t  t h e o r e m  we w i l l  u s e  t h e  f o l l o w i n g
r e s u l t :  I f  A and B a r e  i d e a l s  i n  J * ,  t h e n  A : B  «* A
i f  and o n l y  i f  no p r i m e  i d e a l  b e l o n g i n g  t o  B i s  c o n ­
t a in e d  i n  a pr im e  i d e a l  b e l o n g i n g  t o  A .  T h i s  f a c t  
i s  w e l l  known i n  N o e t h e r i a n  r i n g s  and t h e  u s u a l  p r o o f  
given i s  v a l i d  i n  J * .  [V;37J«
Theorem 17:  I f  D i s  an i n t e g r a l  domain  w i t h  u n i t
i n  w h i c h  e a c h  p r i m a r y  i d e a l  c o n t a i n s  a power  o f  i t s  
r a d i c a l  a n d  i n  w h i c h  e v e r y  i d e a l  h a s  a r e g u l a r  r e p r e ­
s e n t a t i o n ,  an d  i f  D i s  i n t e g r a l l y  c l o s e d  i n  i t s  qu o­
t i e n t  f i e l d  K, t h e n  B i s  a D e d e k in d  doma in .
P r o o f :  We w i l l  show t h a t  i f  P /  ( 0 )  i s  a p r o p e r
p r i m e  i d e a l  i n  D, t h e n  P i s  i n v e r t i b l e .  T h i s  w i l l  
show t h a t  D i s  D e d e k i n d .  [ I l l ] ,  Thus i f  p i s  a
n o n - z e r o  e l e m e n t  o f  P ,  we l e t  ( p )  * b e
t h e  r e g u l a r  r e p r e s e n t a t i o n  o f  ( p ) , w her e  Q i s  p r i m a r y  
f o r  P . S i n c e  n o n - z e r o  p r i m e  i d e a l s  a r e  maximal  
i n  D and  p 4 0 ,  P i s  one  o f  t h e  i d e a l s  b e l o n g i n g  t o
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( p )  s o  t h a t  ( p ) i P - * ( p ) .  We c h o o s e  a  £ ( p ) : P  s u c h  t h a t
n t  C p ) • We l e t  P ^ d e n o t e  t h e  s e t  o f  a l l  e l e m e n t s
x  o f  K s u c h  t h a t  x P S B .  C e r t a i n l y  D S P " ^ ,  F u r t h e r
— e P ^ w h i l e  — ^  D s i n c e  a  ^  ( p )  an d  t h e r e f o r e  D c p " \
C l e a r l y  P ■ PDfi-PP ^5 D. S i n c e  P i s  m a x i m a l ,  e i t h e r
P -  PP“ ^ o r  PP~^ * D. We s u p p o s e  t h a t  P « PP“ * .  Then
P •  PP ^ -  P ( P  « . . .  . Thus  i f  t  £ P \  a n d  k  i s
k  - 1  ka p o s i t i v e  i n t e g e r ,  t h e n  p t  e P ( P  ) « P .  Hence
a l l  p o w e r s  o "  t  a r e  i n  t h e  f i n i t e  D-module  g e n e r a t e d
b y  |  i n  K a n d  t  i s  i n t e g r a l  w i t h  r e s p e c t  t o  D. By
h y p o t h e s i s ,  D i s  i n t e g r a l l y  c l o s e d  i n  K s o  t h a t  t  e D.
H enc e  P D. T h i s  i s  a c o n t r a d i c t i o n  t o  w h a t  was
- 1
p r o v e d  a b o v e  a n d  h e n c e  PP « D and  P i s  i n v e r t i b l e .
T h i s  c o m p l e t e s  t h e  p r o o f .
I t  may b e  shown t h a t  a J*  s a t i s f y i n g  a n y  on e  o f  t h e  
f o l l o w i n g  t h r e e  c o n d i t i o n s  i s  a  D e d e k i n d  d o m a in :
1)  I f  P i s  a  p r i m e  i d e a l  i n  J * , t h e n  t h e r e  a r e
2
no i d e a l s  p r o p e r l y  b e t w e e n  P a n d  P .
2)  E v e r y  p r i m a r y  i d e a l  i n  J* i s  a p o w e r  o f  i t s  
r a d i c a l .
3)  N o n - f a c t o r a b l e  i d e a l s  i n  J*  a r e  p r i m e .
I n  a d d i t i o n ,  Asano  g i v e s  f i v e  c o n d i t i o n s  e q u i v a l e n t  
t o  1 ,  w h i c h  a r e  due  t o  I .  S .  C o h e n .  [ I ; 8 9 3 .  I n  
p a r t i c u l a r ,  a J *  i n  w h i c h  t h e  d i s t r i b u t i v e  l a w s  h o l d  
f o r  i d e a l s  i s  a D e d e k i n d  d o m a i n .
The i d e a  f o r  t h e  f o l l o w i n g  e x a m p l e ,  i l l u s t r a t i n g
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t h a t  a  J*  n e e d  n o t  h e  N o e t h e r i a n  i s  due t o  Dr.  L.
I .  Wade: L e t  x  a n d  y  h e  i n d e t e r m i n a t e s  o v e r  a f i e l d
K. The f u n c t i o n  w d e f i n e d  f ro m  K [ x , y ]  i n t o  t h e  e x ­
t e n d e d  r e a l s  hy  w( 0 ) -  «  a n d  w ( Z ^ i ^x i y ^ )  -  
m i n { i  + J 1 * i j  ^  i s  a n o n - d i s c r e t e  n o n - A r c h i -  
medean v a l u a t i o n  o f  K [ x , y ]  w h ic h  may h e  e x t e n d e d  
t o  t h e  q u o t i e n t  f i e l d  K ( x , y ) .  I f  I q + d e n o t e s  t h e  
v a l u a t i o n  r i n g  o f  w and  I j + d e n o t e s  t h e  i d e a l  i n  
I 0+ c o n s i s t i n g  o f  a l l  e l e m e n t s  z o f  K ( x , y )  su ch  t h a t  
wher e  J > 0 ,  t h e n  we d e f i n e  J*  t o  h e  t h e  s u b -
r i n g  o f  I 0+ g e n e r a t e d  hy  I g + an d  K. i s  t h e  u n i q u e
p r o p e r  n o n - z e r o  p r i m e  i d e a l  i n  J*  -----  t h a t  i s ,  e v e r y
e l e m e n t  o f  J * N I j + i s  a u n i t  i n  J* so  t h a t  p r o p e r t y  
A o f  Theorem 9 i s  s a t i s f i e d .  A s i m p l e  v e r i f i c a t i o n  
shows t h a t  i f  c i s  an y  n o n - z e r o  e l e m e n t  o f  I -  and 
i f  t h e  i n t e g e r  n  i s  c h o s e n  so  t h a t  n S -  w ( c ) > 5 ,  
t h e n  ( I | + ) n £ ( c ) . Hence  C ’ a l s o  h o l d s .  Y e t  J* i s
n o t  N o e t h e r i a n .  * 2 | +  an  w h i c h  may
n o t  he  e x p r e s s e d  a s  a f i n i t e  i n t e r s e c t i o n  o f  i r r e ­








A s a n o ,  K e i z o .  I Jber  K o m m u t a t i v e  H i n g e , i n  d e n e n  
. j e d es  I d e a l  a l s  FrocLukt y o n  P-rVwi 
d a r s t e l l b a r  1 s t . J o u r n a l  o f  t h e  l d a t h e -  
m a t i c a l  S o c i e t y  o f  J a p a n ,  May,  1 9 5 1 .  V o l .  1 .
McCoy, N e a l  H. R i n g s  a n d  I d e a l s . G e o r g e  B a n t a  
Company,  I n c . , 1 ^ 4 5 .
. 4
N a k a n o , R o b u r u .  TJber d i e  U m k e h r b a r k e i t  d e r
I d e a l e  im I n t e g r i t & t s b e r e i h e . F r o c e e d -  
i n g s  o f  t h e  I m p e r i a l  Academy,  Toky o ,  1 9 ^ 3 .
v a n  d e r  W a e r d e n ,  B. L .  Modern  A l g e b r a . S e c o n d  
E d i t i o n .  New Yorlc! F r e d e r i c k  Ungar  
P u b l i s h i n g  C o . ,  1 9 5 3 .  V o l .  I .
__________________Mo de rn  A l g e b r a . S e c o n d  E d i t i o n .
New Y o r k : " F r e d e r i c k  Ungar P u b l i s h i n g  
C o . ,  1 9 5 0 .  V o l .  I I .
Z a r i s k i ,  O s c a r ,  and S a m u e l ,  l i e r r e .  C o m m u t a t i v e  
A l g e b r a . P r i n c e t o n :  D. Van N o s t r a n d  C o . ,
I n c . ,  1 9 5 8 .  V o l .  I .
2?
APPENDIX
The a u t h o r  h a s  i n v e s t i g a t e d  t h e  i d e a l  s t r u c t u r e  i n  
R,  R * t J ,  an d  J* and  l i s t s  t h e  f o l l o w i n g  a d d i t i o n a l  
p r o p e r t i e s  w hi ch  do h o l d :
1 . I r r e d u c i b l e  i d e a l s  a r e  p r i m a r y  i n  R.
2 .  N o n - f a c t o r a b l e  i d e a l s  a r e  p r i m a r y  i n  R.
3 .  P r i m e  i d e a l s  a r e  n o n - f a c t o r a b l e  i n  J * .
4-. I f  A and B a r e  i d e a l s  i n  J* , t h e n  A:B ■ A i f  
and  o n l y  i f A + B - J * .
5 .  I f  A and B a r e  i d e a l s  i n  R* , t h e n  A : B  -  A i f
an d  o n l y  i f  no p r i m e  i d e a l  b e l o n g i n g  t o  B i s  c o n ­
t a i n e d  i n  a p r i m e  i d e a l  b e l o n g i n g  t o  A.
6 .  I f  A and B a r e  i d e a l s  i n  J  and  i f  A »
i s  t h e  r e g u l a r  r e p r e s e n t a t i o n  o f  A i n  J ,  t h e n
A:B -  A i f  and  o n l y  i f  : B ** f o r  e a c h  i .
7 .  I n  R, A:B ~ A i m p l i e s  no p r i m e  i d e a l  b e l o n g i n g
t o  B i s  p r o p e r l y  c o n t a i n e d  i n  a p r im e  i d e a l  b e ­
l o n g i n g  t o  A.
The f o l l o w i n g  p r o p e r t i e s  may n o t  h o l d :
1 ' .  One n e e d  n o t  h a v e  f i n i t e  f a c t o r i z a t i o n  o f  i d e a l s
i n t o  n o n - f a c t o r a b l e  i d e a l s  i n  R* o r  J .
. N o n - f a c t o r a b l e  i d e a l s  n e e d  n o t  be  ; r i m e  i n  J * .
3 * .  E v e r y  p r o p e r  p r i m e  i d e a l  i n  R* o r  J  may be
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4 ’ .










i d e m p o t e n t  a n d  h e n c e  f a c t o r a b l e .
F o r  P a m a x i m a l  n r o p e r  i d e a l  i n  J * , t h e r e  m a y
2b e  i d e a l s  b e t w e e n  P a n d  P .
P r i m a r y  i d e a l s  n e e d  n o t  b e  p r i m e  p o w e r s  i n  J * .
A m a x i m a l  i d e a l  i n  R may c o n s i s t  o f  z e r o  d i v i s o r s .  
F i n i t e l y  g e n e r a t e d  i d e a l s  may n o t  b e  i n v e r t i b l e  
i n  J * .
The c a n c e l l a t i o n  l a w  f o r  i d e a l s  may n o t  h o l d  
i n  J * .
The d i s t r i b u t i v e  l a w s  f o r  i d e a l s  may n o t  h I d  
i n  J * .
The u s u a l  P - a d i c  v a l u a t i o n  w h i c h  may b e  d e f i n e d  
i n  a D e d e k i n d  d o m a i n  may n o t  h a v e  m e a n i n g  i n  J * . 
T h a t  i s ,  e v e n  f o r  a  p r o p e r  p r i m e  i d e a l  P i n  J * ,  
i t  may bo t r u e  t h a t  t h e r e  e x i s t  e l e m e n t s  x ,  
y c J* a n d  i n t e g e r s  m a n d  n  s u c h  t h a t  x  e P m, 
x  $ P10 + y  e P11, a n d  y  /  P n  + 1  w h i l e  
x y  e P ”  + n  + h
I n  J ,  A:B may b e  A,  e v e n  f o r  A a n d  B p r i m a r y  
i d e a l s  w i t h  t h e  same  p r i m e  r a d i c a l .
T h e r e  may b e  e l e m e n t s  o f  t h e  q u o t i e n t  f i e l d  
o f  J*  w h i c h  s a t i s f y  m o n i c  p o l y n o m i a l s  w i t h  
c o e f f i c i e n t s  i n  J*  w h i c h  a r e  n o t  i n  J * .
An i n t e g r a l  d o m a i n  b e t w e e n  J*  a n d  i t s  q u o t i e n t  
f i e l d  may n o t  a g a i n  b e  a J * .  The a u t h o r  knows  
no  e x a m p l e  o f  when  s u c h  a n  i n t e g r a l  d o m a i n  i s  
n o t  a  J  i f  o n e  m a k e s  t h e  a d d i t i o n a l  r e s t r i c t i o n
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t h a t  e v e r y  e l e m e n t  o f  s u c h  an  i n t e g r a l  domain  
s h o u l d  s a t i s f y  a monic  p o ly n o m ia l  w i t h  c o e f f i ­
c i e n t s  i n  J * .
I V  . N e i t h e r  o f  p r o p e r t i e s  C, D, o r  E i n  Theorem 9
i s  s u f f i c i e n t  a l o n e  t o  i m p l y  t h a t  e v e r y  i d e a l  i n  
an  i n t e g r a l  do ma in  w i t h  u n i t  s h o u l d  h a v e  a 
r e g u l a r  r e p r e s e n t a t i o n .
1 5 ' .  I t  may n o t  be  p o s s i b l e  t o  e x p r e s s  e v e r y  i d e a l  
i n  J* a s  a f i n i t e  i n t e r s e c t i o n  o f  i r r e d u c i b l e  
i d e a l s .
1 6 ' .  J*  n e e d  n o t  b e  N o e t h e r i a n .
The f o l l o w i n g  e x a m p l e s  w i l l  i l l u s t r a t e  t h e  f a i l u r e  
o f  some o f  t h e s e  p r o p e r t i e s ;
Example  1: We l e t  I  d e n o t e  t  e r i n g  o f  i n t e g e r s  and
3 -  I [ x ]  w h e r e  x i s  an i n d e t e r m i n a t e  o v e r  I .  Then 
we l e t  A « ( 2 )  a n d  B -  ( 3 ,  x ) . The i d e a l s  A a n d  B 
a r e  r e l a t i v e l y  p r i m e .  B o t h  A a n d  B a r e  p^ im e  i d e a l s  
i n  S a n d  B i s  m a x i m a l .  L e t  k be  a p o s i t i v e  i n t e g e r .
We l e t  S* * o/ABk , E « B/ABk , and J  -  A/ABk s o  t h a t  
» Bk/ABk . S i n c e  (CO ■ J, x a n d  A + -  S * ,
3* •  S * / A ®  S * / E k *  S /A Q  S /B k . H e r e  S/A  i s  a n  i n t e ­
g r a l  domain  w i t h  u n i t  i n  w h ic h  n o n - z e r o  p r i m e  i d e a l s  
a r e  maximal  and i n  w h i c h  e v e r y  i d e a l  c o n t a i n s  a p o w e r  
p r o d u c t  o f  i t s  p r i m e  i d e a l  d i v i s o r s ,  f o r  S/A  ■
I / ( 2 ) [ x ]  end h e n c e  i s  a  D e d e k i n d  d o m a i n .  S i n c e  B 
i s  maxim al  i n  S ,  3 / B  i s  a p r i m a r y  r i n g  w i t h  u n i q u e  
p r o p e r  p r i m e  i d e a l  B/Bk . F u r t h e r  (B /B k ) k - (U) i n
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S/B* so  t h a t  B/B* i s  n i l p o t e n t .  By Theorem 1 3 ,  e v e r y  
i d e a l  i n  S* has  a r e g u l a r  r e p r e s e n t a t i o n  and e v e r y  
prim ary  i d e a l  i n  S* c o n t a i n s  a  power o f  i t s  r a d i c a l .
T h is  exam ple  shows t h a t  a maximal i d e a l  i n  an R* may 
c o n s i s t  o f  z e r o  d i v i s o r s .  I f  we t a k e  A -  ( 2 ,  x )  and 
k « 1 i n  th e  exam ple  a ove  t h e n  I  and 15 a re  id e m p o t e n t .  
Thus e v e r y  p ro p e r  prime i d e a l  i n  a n  R* may b e  id em -  
p o t e n t  and h en ce  n o t  e x p r e s s i b l e  a s  a f i n i t e  p ro d u c t  
o f  n o n - f a c t o r a b l e  i d e a l s .
Thus Example 1 i l l u s t r a t e s  p a r t s  o f  1' and 3' «nd 
a l l  o f  6 * .
Remark: More g e n e r a l l y , i f  S i s  any N o e t h e r i a n  r i n g
w i t h  u n i t ,  we l e t  P .  . . . . .  F  , P ' , . . . . P 1 b e  a  n o n - n u l l1 ’ 1 r  ’ 1 ’ * s
f i n i t e  c o l l e c t i o n  o f  p a i r w i s e  r e l a t i v e l y  p r i m e  p r i m e  
i d e a l s  s u c h  t h a t  e a c h  h a s  d e p t h  1 a n d  s u c h  t h a t  e a c h  
P^ i s  a  m a x i m a l  p r o p e r  i d e a l .  I f  % y  ^  i s  a n y
c o l l e c t i o n  o f  i d e a l s  i n  S s u c h  t h a t  Q*. i s  T ) r i m a r y  f o r
P'. , t h e n  S / P .  F0 . , . F  n ' . . . ^ ' i s  a n  R* .j i  2 r  1 2 s
E x a m p l e  2 :  L e t  K b e  a  f i e l d  a n d  x  b e  a n  i n d e t e r m i n a t e
o v e r  K.  L e t  T* d e n o t e  t h e  s e t  o f  p o l y n o m i a l s  w i t h  
c o e f f i c i e n t s  i n  K a n d  w i t h  x - c o e f f i c i e n t  0 .  T h e n  T* 
i s  a  N o e t h e r i a n  i n t e g r a l  d o m a i n  w i t h  u n i t ^  i n  w h i c h
^ C ran ford ,  R o b e r t  H . ,  Some P r o p e r t i e s  o f  
I d e a l s  i n  an I n t e g r a l  Domain ( L o u i s i a n a  S t a t e  TTniver-  
s i t y  L i b r a r y t M a s t e r ' s  T h e s i s ,  1 9 3 9 )*  P- 35*
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2
n o n - z e r o  p r i m e  i d e a l s  a r e  m a x i m a l .  T h u s  T* i s  a  J * .
o
The i d e a l  ( x  ) i n  T* i s  n o n - f a c t o r a b l e  b u t  i s  n o t  
p r i m e ,  w h i c h  s h o w s  t h a t  2* i s  t r u e .  F o r  4 ' ,  we t a k e  
P ■ ( x 2 , x ^ ) .  T h e n  P 2  * ( x ^ ,  x ^ ) C ( x ^ ,  x ^ ) c  P .  We 
h a v e  ( x 4 , x ^ )  -  ( x 2 ) ( x 2 , x ?  ) ■ ( x 2 , x ^ ) ( x 2 , x ^ )  b u t
?  P ^
( x  ) ^  ( x  , x r )  , which,  s h o w s  t h a t  7 ' a n d  8 ' a r e  v a l i d .
T
The i d e a l  ( x  , x  ) i s ,  a s  s e e n  a b o v e ,  p r i m a r y  f o r  
2  3( x  , x  ) ■ F ,  b u t  i t  i s  n o t  a  p ow er  o f  P  s o  t h a t  5'  
i s  v a l i d .  Now x^ e ( x 2 , x ^ ) ,  x?  t  ( x 2 , x ^ ) 2 . Y e t  
( x ^ ) 2 e ( x 1-, x ^ ) ^ ,  w h i c h  i l l u s t r a t e s  1 0 ' .  F i n a l l y ,
i f  A « ( x 2 + x ^ ) , B « ( x 2 ) , and C -  ( x ^ ) , t h e n
A A ( B  + C) -  A,  w h i l e  ( A f t B )  + (A OC) -
(x ^  + x ^ ,  x^  + x ^ ) C A ,  so t h a t  9* i s  t r u e .
E x a m p l e  3: We l e t  K d e n o t e  a f i e l d  a n d  l e t  x and  
y  b e  i n d e t e r m i n a t e ?  o v e r  K. The f u n c t i o n  w d e f i n e d  
f r o m  K [ x , y ]  i n t o  t h e  e x t e n d e d  r e a l s  b y  w ( 0 ) » «» a n d
w( X. * m i n ( i  + . /  0 } i s  a n o n - d i s -
^ J ■*- J
c r e t e  e x p o n e n t i a l  v a l u a t i o n  o f  K [ x , y ]  w h i c h  may b e  
e x t e n d e d  t o  t h e  q u o t i e n t  f i e l d  K ( x , y ) .  I f  ( 2 0  we 
l e t  I g _  b e  t h e  s e t  o f  a l l  e l e m e n t s  t  o f  K ( x , y )  s u c h  
t h a t  w ( t ) > $  and  we l e t  I ^ + b e  t h e  s e t  o f  a l l  e l e m e n t s  
t  o f  K [ x , y ]  s u c h  t h a t  w ( t ) 2  j  , Thu s  I q + i s  t h e
2
G i l m e r ,  R o b e r t  W . ,  Some R e l a t i o n s  B e t w e e n  
I  d e a l  a i n  Di f f e r e n t  I n t e g r a l  D o m a i n s  ( L o u i s i a n a  S t a t e  
U n i v e r s T T y  L i b r a r y ,  M a s t e r ' s  ' F b e s i s , I 9 6 0 ) , P .  3 6 .
3
C r a n f o r d ,  o £ .  c i t . « p .  4 1 .
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v a l u a t i o n  r i .no o f  w and f o r  an y  $ 2  0 ,  I .  an d  I_
* + V —
a r e  i d e a l s  i n  I  . Now K i s  a  s u b r i n g  o f  I  and
0 -*- & 0 +
I ,  i s  an i d e a l  i n  I  so  t h a t  t o g e t h e r  I  an d  K 
1 + 0 + 1 +
g e n e r a t e  a s u b r i n g  o f  I  w h i c h  we w i l l  d e n o t e  y
T * . T* i s  an i n t e g r a l  domain  w i t h  u n i t  and  c o n s i s t s
o f  a l l  e l e m e n t s  o f  1^ o f  t h e  form k + m w he r e  k e K
0 +
a n d  m s I ,  .
1 +
I f  t  » k + m € T* and i f  k /  0 t h e n  w ( t )  = w(k)  * 0 .
I f  k ■ 0 ,  t h e n  w ( t )  « w(m) 2  1 , 'Me f i r s t  show t h a t
i f  t  ■ k + m e T* and w ( t )  -  0 , i .  e . , i f  w(k)  ■ 0 ,
t h e n  t  i s  a u n i t  i n  T* . Thus ^  -  k ” ^ =
1 V+~m* " * ir H s  fi0 that " k‘ 1> ’
-  w(k  + m) -  w(m) -  0 2 1  so t h a t  x  e K + I  -  T* .
^ 1+
Thus I  i s  t h e  u n i q u e  p r o p e r  maximal  i d e a l  i n  T * , 
Now l e t  A be  any  n o n - z e r o  p r o p e r  i d e a l  i n  T* . L e t  
a be  a n o n - z e r o  c l c c ' o n t  o f  A. I f  t h e  i n t e g e r  k i s  
such  t h a t  k -  w ( a ) >  1 , we w i s h  t o  show t h a t  ( 1 ^
£. ( a ) .  Thus i f  P - P 0 . . . p ,  i s  one o f  t h e  g e n e r a t o r s
1  c K
o f  ( ^ +) w he r e  e a c h  e ^ i + * t h e n  K( x , y )  ,
• ( P l V - ’ V " 1 ) * + w^p 2^ + *••  + +
w(a  ^ ) 2  1  + . . .  + 1  -  w (a )  -  k -  w ( a ) 2  1  so  t h a t
p.  p - .  . .p.  a -  ̂ f , I  an d  p . , . . . p ,  * p„ . . . p, a ” ^a  e T*a =I 1 2 k 1 + 1  k 1  k
( a ) .  I t  f o l l o w s  t h a t  ( I ^ + )^ .S  ( a ) S  A so t h a t  A i s  
p r i m a r y  f o r  I ^ + and c o n t a i n s  a po w er  o f  Thus
T* i s  a J * .  Y e t  T* i s  n o t  N o e t h e r i a n ,  f o r  i f  
i s  a s t r i c t l y  d e c r e a s i n g  i n f i n i t e  s e q u e n c e  o f  r e a l
n u m b e r s  c o n v e r g i n g  t o  1 ,  t h e n  {I } i s  a s t r i c t l y
£ * +
1
a s c e n d i n g  i n f i n i t e  s e q u e n c e  o f  i d e a l s  c o n t a i n e d  i n
I  . a n d  h e n c e  i n  T* * w h i c h  d o e s  n o t  t e r m i n a t e  a f t e r  
1+
a  f i n i t e  nurabei  o f  s t e p s .
S i n c e  K T* a n d  x ,  y e  T * , K ( x , y )  i s  t h e  q u o t i e n t
f i e l d  o f  T * . Now T*C I  C  K ( x , y )  a n d  e v e r y  e l e m e n t
e o f  I  s a t i s f i e s  a m o n i c  p o l y n o m i a l  o f  t h e  f o rm
(Z -  k ) n  -  ( e  -  k ) n , f o r  some k e K,  w i t h  c o e f f i c i e n t
i n  T * . Y e t  I  i s  n o t  a J*  f o r  t h e  i d e a l  I  i s  a
0+  0 -
p r o p e r  p r i m e  i d e a l  i n  I  w h i c h  i s  i d e m p o t e n t .  T h i s  
p o i n t w c e u t  12* a n d  I V .
We w i l l  now p r o v e  t h a t  t h e  i d e a l  I  i n  T* mav n o t2+
b e  e x p r e s s e d  a s  a f i n i t e  i n t e r s e c t i o n  o f  i r r e d u c i b l e  
i d e a l s  i n  T * . To do  t h i s  we n e e d  s e v e r a l  l e m m a s .
Lemma 9 :  S u n p o s e  t h a t  A i s  a p r o p e r  i d e a l  i n  T*
a n d  a e A. I  f  7. a T* a n d  i f  w ( z ) 2  w ( a )  + 1 , t h e n  
z e A.
P r o o f :  I n  K ( x , y ) ,  7 = za ^a a n d  w ( z a  = w ( z )  —
w ( a ) * l .  Thus  z a - ^ e l  c* T* so  t h a t  z e ( a )  i n1 +
T * . H e n c e  z e A.
Lemma 10 :  I f  A i s  a ’ r o p e r  i d e a l  i n  T* s u c h  t h a t
A 2 I  an d  i f  t V  t h  e x i s t  two w - v a l u e s  $ and  6 '
2 +
w i t h  f  >$ '  > 1  w h i c h  e l e m e n t s  o f  A do r io t  a s s u m e ,
t h e n  A i s  n o t  i r r \ .  n o i b l e .
P r o o f :  L e t  a_ e T* s u c h  t h a t  w ( a  ) ■ £ a n d  l e t  a £
I  o 0
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be  s u c h  t h a t  w ( a s , )  •  S ' .  We c o n s i d e r  t h e  i d e a l s  
A + ( a j )  a n d  A ♦ ( f t g t ) .  Now A S  [A + ( a g ) ] f \ [ A  + ( a ^ , ) ] .
S u p p o s e  t  4 0 a n d  t  e [A + ( a g ) ] f \ [ A  + ( a g ,  ) ] .  Then
t  = + r a g ,  = b^ + s a g  w h e re  a ^ ,  b^ e A; r ,  8  e T * .
-  a^ e A. S i n c e  no e l e m e n t  o f
A h a s  w - v a l u e  J ' ,  w ( r a j ,  -  s a ^ )  /  J ' .  S i n c e  j '  < J
t h i s  i m p l i e s  t h a t  r  i s  n o t  a u n i t  i n  T * . H en c e  w ( r ) >  1
so  t h a t  w C r a j , ) = w(iO + w ( a g , ) 2  ?.  I t  f o l l o w s  t h a t
M j ,  C I p+& A end h e n c e  t  e A. Thus  A -  [A + ( a - ) ]  f\
[A + ( a j , ) ]  and A i s  n o t  i r r e d u c i b l e  a r  a s s e r t e d .
The c o n t r a p o s i t i v e  t o  t h e  lemma j u s t  p r o v e d  s t a t e . ' . :
I f  A i s  a r.ro: e r  i d e a l  i n  T* s u c h  t h a t  A 2 U  and2+
i f  A i s  i r r e d u c i b l e ,  t h e n  t h e r e  e x i s t s  a t  mos t  one 
w - v a l u e  1 s u c h  t h a t  A c o n t a i n s  no e l e m e n t  o f  w—
v a l u e  J .
Lemma 1 1 :  I f  A i s  an i r r e d u c i b l e  i d e a l  i n  T* s u c h
t h a t  A and  i f  c t. I  s u c h  t h a t  c /  A,  t h e n
A + ( c )  .  x 1 + .
P r o o f :  I f  d r. a n d  d t A, t h e n  A i r r e d u c i b l e
i m p l i e s  t h a t  A C [ A  + ( c )  j O  [A + ( d ) ] .  We l e t  t  = 
a + r e  ■ a * + s  d c [ A + ( c ) ] 0 [A + ( d ) ] ' s u c h  t h a t  
t  ^  A. Then  s i n c e  a 1 e A, s d  ^ A. o i n c e  w ( d ) >  1 
and A 8 l 2 + , ? m u s t  b e  a u n i t  i n  T * . Hence sd  ■ e -  
a '  + r c  g A + ( c . )  i n  T * . Then  d « s ~ ^ ( a  -  a '  + r e )  
g A + ( c )  i n  T* a l s o .  T h u s  I p +£  A + ( c ) C  I ^ + and  
h e n c e  I ^ + » A + ( c ) .
Thus r a . ,  -  sag ■ b^
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Lemma 1 2 :  I f  A a n d  B a r e  i d e a l s  c o n t a i n i n g  I  s u c h
t h a t  A i s  i r r e d u c i b l e  an d  B h a s  t h e  p r o p e r t y  t h a t  i f  
l < e ,  t h e n  t h e r e  e x i s t s  a n  e l e m e n t  b  c B s u c h  t h a t  
l < w ( b ) <  e a n d  i f  p and q a r e  i n t e g e r s  s u c h  t h ^ t  
U  -  p ♦ ^  > 1 , t.h n t h e r e  e x i s t s  an e l e m e n t  s  i n  
A n B  s u c h  t h a t  w ( s ) i * * l .
P r o o f :  We may .'-j., o n e  t  a t  irL i 2 ,  t h e  l emma b e i n g
t r i v i a l  o t h e r ' w i . s e . b e  su p -  o s e  t h a t  s  e A fl B i m p l i e s  
w T h e n  we c h o o s e  b e B s u c h  t h a t  l < w ( b ) < ‘Tl .
By a s s u m p t i o n ,  b  t A no t h a t  b y  Lemma 1 1 ,  A + ( b )
■ c h o o s e  b* e B s u c h  t h a t  l < w ( b ' ) <  w ( b ) .
T h e n  t h e r e  e x i s t s  r  c T* a n d  a c A s u c h  t h a t  b '  * 
a + r b .  h e n c e  a = b 1 -  r b  e Afl B. T h u s  w ( a ) ^  .
Y e t  s i n c e  w ( r b )  = w ( r )  + w ( b ) Z. w ( b ) > w ( b ' ) , w ( a )  * 
w ( b '  -  r b )  = w ( b ’ ) <  w ( b ) . T h i s  i s  a  c o n t r a d i c t i o n .  
H e n c e  t h e r e  e x i r t s  s  t A f\ B s u c h  t h a t  w ( s ) < ^  a -r 
a s s e r t e d .
R e m a r k : By Lemma 1 0 ,  i f  B i s  a n  i r r  d u c i b l e  i d e a l
i n  J*  c o n t a i n i n g  I , t h e n  B h a s  t h  p r o p e r t y  t h a t
f o r  1 <  t , t h e r e  e x i s t  - b  & B s u c h  t h a t  1 <  w ( b )  < e .
Lemma 13 :  I f  A, , A „   A a r e  i r r e d u c i b l e  i d e a l s---------  1  2  n
i n  J*  c o n t a i n i n g  T , t h e n  f o r  1< c. t h e r e  e x i s t s" 2+
s  e ,n  A. s u c h  t h a t  K  w ( s ) <  e .
»*' i  .
P r o o f ’. We r i s e  i n d u c t i o n  o n  n .  By Lemma 12 a n d  t h e  
r e m a r k  a b o v e ,  t h e  h e o r e m  i s  t r u e  f o r  n -  2 .  We
assume t h e  t h e o r e m  h o l d s  f o r  n -  k .  Then i f  A^ , . . .  ,
+ ^ a r e  i r r e d u c i b l e  i d e a l s  i n  J* c o n t a i n i n g  I ^ + 
and  i f  B t h e n  by  t h e  i n d u c t i o n  h y p o t h e s i s ,
i f  l < e ^ ,  t h e r e  e x i s t s  e B s u c h  t h a t  l < w ( s ^ ) < e ^ .  
By Lemma 1 ? ,  t h e  same i s  t r u e  f o r  t h e  i d e a l  B HA.t K ^ 1
WAX■ n  A^. Hence o u r  p r o o f  i s  c o m p l e t e .
Lemma 13 g i v e s  u s  t h e  d e s i r e d  r e s u l t  c o n c e r n i n g  I p+ , 
nam el y  t h a t  l 2 + c a n n o t  be  e x p r e s s e d  a s  a f i n i t e  i n t e r ­
s e c t i o n  o f  i r r e d u c i b l e  i d e a l s  i n  T* .
We n e x t  i n v e s t i g a t e  t h e  i n v e r t i b l e  i d e a l s  i n  T* .
To p r o v e  t h e  d e s i r e d  r e s u l t s ,  we a g a i n  n e e d  some 
lemmas.  We f i r s t  n o t e  t h a t  i f  A i s  an  i d e a l  i n  T * , 
t h e n  we c a n  a s o c i a t c *  w i t h  A a r e a l  n u m b e r  f ( A ) ,  
d e f i n e d  t o  i ' e  t h e  ' r e a t e s t  l o w e r  b o u n d  o f  a l l  r e a l  
numbers  o f  t h e  f o r m  w ( a ) ,  w h e r e  a  e A.
Lemma l h :  I f  A,  B,  an d  C a r e  i d e a l s  i n  J*  s u c h  t h a t
A -  BC, t h e n  f ( A )  = f ( B )  + f ( C ) .
P r o o f :  I f  a e A,  t h e n  a  = b.  c,  f o r  some b . e B’ " i  l  i  l
and c^ e C. Thus w(a )  = w(Z. c ^ b ^ ) > m i n { w ( c ^ b ^ ) } = 
m i n f w C ^ )  + w(b i ) } 2T m i n { f  (G) + f ( B ) }  » f ( C )  + f ( B ) .  
Thus f ( A ) >  f ( B )  + f ( C ) .  We now s u p p o s e  t h a t  ■ 
f ( A)  -  f ( B)  -  f ( C ) > 0 .  We c h o o s e  b e B and c e G 
s u c h  t h a t  w(c )  -  f ( G)  and  w(b)  -  f ( B ) < 11 ^ .  Then
be e BC -  A and  w (b c )  -  f ( A)  » w(b)  + w(c)  -  "t. -  
f ( B )  -  f ( C ) <  -  W. ■ 0 .  T h i s  i s  a c o n t r a d i c t i o n
t o  o u r  c h o i c e  o f  f ( A ) .  Hence  f ( A)  ■ f ( B)  + f ( C ) .
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An i d e a l  A i n  T* w i l l  h e  c a l l e d  p o s i t i v e  i f  t h e r e  
e x i s t s  an e l e m e n t  a £ A s u c h  t h a t  w (a )  -  f ( A ) .  O t h e r ­
w i s e  A w i l l  b e  c a l l e d  n e g a t i v e .
Lemma 15 :  I f  A, B, and  C a r e  i d e a l s  i n  T* s u c h  t h a t
A « BC t h e n  A i s  p o s i t i v e  i f  a n d  o n l y  i f  R and C a r e  
p o s i t i v e .
P r o o f :  By Lemma 14-, f ( A)  ■ f ( B )  + f ( C ) .  I f  B and
C a r e  p o s i t i v e  i d e a l s  t h e n  t h e r e  e x i s t  e l e m e n t s  b e B 
a n d  c e C s u c h  t h a t  w(b)  » f ( B )  and  w ( c )  ■ f ( C ) .
Then  b e  e A an d  w (bo )  = w(b)  + w( c )  = f ( A )  so t h a t  A 
i s  p o s i t i v e .
On t h e  o t h e r  h a n d  i f  one  o f  B o r  C,  s a y  B, i s  n o t  a 
p o s i t i v e  i d e a l ,  t h e n  f o r  b £ B, w ( b ) > f ( B ) .  H enc e  
i f  a -  e A -  BC, t h e n  w ( a )  >: m i n { w C b ^ ) } «
m i n ( « ( b ^ )  + w ( c ^ ) } >  m i n { f ( B )  + f ( C ) } = f ( A ) .  T h e r e ­
f o r e  A i s  n o t  p o s i t i v e .
S i n c e  a  n o n - z e r o  i d e a l  i n  an i n t e g r a l  domain  i s  i n ­
v e r t i b l e  i f  an d  o n l y  i f  i t  i s  a  f a c t o r  o f  a n y  i d e a l  
t h a t  i t  c o n t a i n s ,  Lemma 15 i m p l i e s  t h a t  an i n v e r t i b l e  
i d e a l  i n  T* m u s t  he  p o s i t i v e ,  f o r  e v e r y  i d w a l  i n
T* c o n t a i n s  a p o s i t i v e  i d e a l .
Lemma 16 :  I f  A i s  a n  i d e a l  i n  T * , t h e n  A i s  i n v e r t i ­
b l e  i f  a n d  o n l y  i f  A i s  p r i n c i p a l .
P r o o f :  I n  any i n t e g r a l  d o m a i n ,  n o n - z e r o  p r i n c i p a l
i d e a l s  a r e  i n v e r t i b l e .  We now s u p p o s e  t h a t  A i s  an
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i s  an  i n v e r t i b l e  i d e a l  i n  T* . By t h e  r e m a r k  a b o v e ,  A 
i s  p o s i t i v e .  Tims we l e t  a  £ A s u c h  t h a t  w( a )  *= f ( A ) .  
Then  ( a ) C A  so  t h a t  t h e r e  e x i s t s  in i d e a l  B s u c h  t h a t  
( a )  => AB. By Lemma 1 4 ,  f ( B )  « 0 .  T h a t  i s ,  B ■ T* 
a n d  A « ( a ) .
Exam ple  4 :  I f  one  l e t s  T ■ I q+ , w h e r e  I q+ i s  a s  i n
Ex am pl e  3» t h e n  T i s  an i n t e g r a l  do ma in  w i t h  u n i t  
and  P * I q_ i s  t h e  u n i q u e  n o n - z e r o  p r o p e r  p r i m e  i d e a l  
i n  T. I- i s  i d e m p o t e n t  and h e n c e  may n o t  b e  e x p r e s s e d  
a s  a f i n i t e  p r o d u c t  o f  n o n - f  a c t o r a b l e  i d e < \ l s  i n  T.
T h i s  shows t h e  o t h ' T  p a r t s  o f  1* an d  3 '  a r e  v a l i d .
I n  ^ e q a r d  t o  1 1 '  we n o t e  t h a t  I q a n d  I ^ + a r e  p r i m a r y  
f o r  I q_ i n  T w h i l e  “ *}+•
R e m a r k : The c o n s t r u c t i o n  c a r r i e d  o u t  i n  Example /
woul d  h o l d  i f  we s t a r r e d  w i t h  a n o n - d i s c r e t e  e x p o ­
n e n t i a l  v a l u a t i o n  w o f  a f i e l d  F a n d  i f  we t o  k K t o  
be  t h e  p r i m e  f i e l d  o f  F.
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